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第二版说明 


本书的第二版主要是吴方同教授努力的 结果. 在作者们多次共同讨论以 
后，这次再版主要是依据几年来在数学人材培养基地班进行的教学实践，对 
原书内容作了不少删节和改写，也改正了不少错误.例如卷积的处理就是基 
本重新写了的，避免了张量积的 概念. 1997年10月在广西南宁召开的数学 
与力学教学指导委员会基础数学教学指导组工作会议上,，又有一些同志提了 
许多宝贵的建议，根据这些建议我们对经典的三个类型方程的一般理论作了 
不少补充，增补了第 五章. 把原先属于其他章节的一般理论的内容移了到第 
五章，并增加了柯西一柯瓦列夫斯卡娅定理及其证明，不过证明是用小字写 
的. 对书中小字写的部分，读者可根据情况适当跳过而不影响后面的学习， 
此外，还增加了一些例题和较多的习题，有些难题还作了适当的提示. 

另外，本书的第二版作为“九五国家级重点教材”得到了教育部（原国家 
教委）的资助，还得到武汉大学教务处的大力支持. 


齐民友 
1998年10月 



从1980年开始，根据中法两国政府协议在武汉大学数学系举办了一个 
中法两国教师任教的试 验班. 1985年作者为这个班四年级开设了偏微分方 
程课，其内容即本书第五至七章，约30课时 讲完. 这就是本书的直接缘起. 

但是这样写书的想法却是酝酿了很久了.多年来，我们开设的数学物理 
方程课都是按照大体相同的模式，主要讲授一些经典的 方法. 这样，学生学 
了以后，离当代的数学水平还有很大的 距离. 如果想在比较新的基础上讲这 
门课，又担心其他课程跟不上，也担心学生接受不了.武汉大学的这班学生 
在学习本课程前系统地学过广义函数论而且并不感到 困难. 这个经验促使作 
者作这样一个 尝试： 把广义函数论与数学物理方程合并起来写成一本书. 

其实广义函数论并不是很难接受的 东西. 初学广义函数并不一定需要它 
的理论基础——拓扑线性空间理论，正如初学数学分析的人不一定要学实数 
理论 一样. 相反，广义函数论有许多有趣的实例，有明确的物理背景而且比 
较 灵活. 与其说是难学不如说是人们对它比较 生疏. 掌握了它，就可以以基 
本解作为基本的线索讨论偏微分方程的一些基本 问题： 可解性、解的奇异性 
与正则性（亚椭圆性） 等等. 这样，比之过去，就离这个分支的前沿近得 多了. 
至于一些不可少的经典的内容也都可以得到适当的 安排. 同时，作者的另一 
个想法是，广义函数不只是现代数学家不可少的工具，对于物理学家也是十 
分有用的（实际上，物理学家老早就在以他们自己的方式应用广义函数 了）. 
因此，作者力求把各种材料写得具体一些，更接近物理 一些. 当然回过头来 
看，仍感到还应该多一些具体的 例子. 特别是最近读到 R . P . Kanwal ， Ge - 
neralized Functions ( Acad . Press , 1983) — 书更感到还可以写得更淺些、更 

具 体些. 用广义函数作为基本工具还有一个 意图： 现在我国大学数学系学生 
在分析方面有许多缺陷，其中最大的 一 个是对傅里叶 （ Fourier) 变换知道太 
少. 如果讲广义函数就可以最自然地弥补这一 不足. 这种讲法比之常见的用 
勒贝格 (Lebesgue) 积分来讲要更自然更易懂•同时讲广义函数就可以介绍一 
些现代分析中最常见的内容如单位分解、磨光技巧和卷积 等等. 所以本书前 
四章是数学分析课程的一个继续. 

当然这就发生了本书与其他课程如何衔接的问题.依据武汉大学中法班 
的经验，本书是一个学期的教材，大约60学时即可讲完.当然第广次试用还 
可以省略不少 内容. 作者设想，本书可以用于三年级上学期与复变函数同时 



进行，所以其中有好几处用到柯西 （ Cauchy ) 定理、留数计算，估计学生不应 
有 困难. 学广义函数也可以暂时不用勒贝格 积分. 这样，例如局部可积函数 
只好理解为局部黎曼 （ Riemann ) 可积.但是它只是作为广义函数之一例而出 
现， 则理解为黎曼可积是没有害处的.实际上，如果不涉及完备性问题，用 
黎曼积分大体上也就 够了. 但是对经典的傅里叶变换理论，勒贝格积分是不 
可 少的. 因此本书这一部分是用小字 写的. 如果这门课在三下开设而与实变 
函数同时进行，这些困难就没 有了. 书中还有个别的地方需要用到一些未证 
的定理，例如广义函数的局部表示要用 Hahn - Banach 定理（也可以不用），本 
书就只叙述而未证明.有些地方要暂时跳过去，这全靠任课教师适当处理 
了.总之，一个三年级学生想要自学本书内容应该没有大的困难 • 

另一个问题是应该注意防止学生片面追求抽象化的 倾向. 从武汉大学的 
经验来看，时常有一些学生十分喜欢某种完美简洁的数学框架，广义函数也 
是其中之一，而对物理问题兴趣不大，对复杂的计算更是望而 却步. 为此， 
本书比较注意广义函数理论的物理背景.但这还是不够的，教师有责任引导 
学生关心具体的物理问题，要从“天上”回到“地上”，因为当代数学发展的潮 
流正是数学与物理的紧密 结合. 还要让学生肯“算”、会“算”，不要走到头来 
只会抽象的道理而连一些最简单的实例也算不 出来. 为此，希望十分注意习 
題. 如果有的学生感到习题有困难，建议教师再补充一些数学物理的经典方 
法的习题. 

试图用比较现代的方法讲授偏微分方程的书已经不少了.作者写这本书 
时用得最多的是： Hdrmander 在 Lund 大学讲授广义函数的讲义•后来这本 
讲义扩大补充成为他的巨著 ： The Analysis of Linear Partial Differetial 
Operators , Vol . 1， Springer - Verlag , 1983. 另一本书是 G . B . Folland ， 
Lectures on Partial Differential Equations ， Springer - Verlag , 1983. 写作时 
见到姜礼尚、陈亚浙二同志写的《数学物理方程》（高教出版社， 1986), 他们 
试图以现代的数学理论处理经典的材料使作者得到不少 启发. 作者还要感谢 
李大潜同志的谈话，他建议写这本书不必求全，不必顾到各方面的需要，而 
要注意自己的特色（如果谈得上什么特色的 话）. 这使作者比较放胆地写，其 
目的也就是作为一种尝试以图抛砖引玉而已. 


Mr 

果—早 


数学物理方程的来源 


1. 引言偏微分方程已经有了很长的历史.大约在微积分出现后不久， 
就开始了关于偏微分方程的研究.在很长的时间里，人们注意力的中心或者 
是物理问题的、或者是几何学中的具体的个别的偏微分方程.这是十分自然 
的.因为许多物理的基本规律的数学形式都是偏微分方程.例如流体力学、 
弹性力学、电磁学的基本定律都是如此.这些来自物理的偏微分方程就是常 
说的数学物理方程.下面我们将要介绍三个方程——弦振动方程、热传导方 
程和拉普拉斯 ( Laplace ) 方程，不仅因为它们很简单，尤其因为它们代表了三 
类不同的典型方程.理解了它们的性质就在研究一般的偏微分方程时有所遵 
循.推导它们的方法大体上也是相同的，而且适用于其他的经典的数学物理 
方程.这里说“经典”是因为一些量子力学中的偏微分方程（特别是薛定谔 
( SchrSdinger ) 方程）的建立依据的是完全不同的方法.它不在我们讨论吝列. 

大量研究素材的积累自然迫使人们去建立比较一般的理论.可是比之其 
他数学分支，在偏微分方程方面，进展道路更加迂回.这在本质上是由于偏 
微分方程内容极为丰富，而且它的本性也与例如常微分方程大相异趣.它需 
要新的数学理论.1950年左右出现的广义函数理论（分布理论）提供了我们 
所需要的武器.这以后，人们可以用比较具有普遍性的方法去研究它了.在 
这本书里，我们将要介绍广义函数论的初步知识，并且利用它来讨论经典的 
数学物理方程.应该提 一下： 广义函数不仅对于数学物理方程是必不可少 
的，而且对于许多数学分支也是必不可少的.它也为越来越多的物理学家和 
工程师所接受.广义函数论是现代数学的组成部分. 

2. 弦振动方程 推导弦振动方程，即为弦振动现象建立数学模型，首 
先需要了解它所服从的基本物理规律，同时应该作一些简化假设.弦是一个 
力学系统，是1个质点组（但是连续的而非离散的质点组，所以也说，它是一 
个一维的连续统），所以它的运动应符合牛顿运动定律.对它的简化假设如 
下： 设弦在时平衡位置是 x 轴，而其上各点均 W 该点 之横# 标表 #• 
弦上各点的^发生在某个 Ua ) 平面内垂直于1轴的方向上 • 因此在时 
刻^弦的形状是曲线汉= u ( x ， t \ 我们现在进一步作以下的简化 假设： 

1) 弦的扰动是小扰动.这并不是说 〆 U ) 的数值很小而是设〜 很小: 



一章 数学物理方程的来源 


kxl « 1，从而|心| 2 可以略去不计. 

2) 弦是“柔软 ”的. 弦是一个连续体，其所以能维持其形状是由于其各个 
部分互相之间有力作用，这种力称为内力.如果要使弦的形状改变就必须抵 
抗其内力而 作功. 所谓“柔软”，是对其内力的性质的一种规定，即规定 gj 
必须为切线方向的张力，所以如果想把它扭弯，即在法向发生形变，并 
力抵抗，这样就称它为柔软的 • 如图1 一 1，弦在尸以左和 P 以右的部分各 

以切向张力: T 与： T 作用于 f \作用点各为尸与尸，方向分别指向尸的左 

方和 P 的右方，即由 PP f 之外的部分作用于 
由假设 1) 可以推 
导出 ： T = 了' . 推导过 
程这里从略，有兴趣的 
读者可以参看吉洪诺夫 
与萨马尔斯 基著： 《数 
学物理方程》（黄克欧 
译，高等教育出版社 
1956年出版），其中有 
大量关于物理知识的讨 



论，是很有用的一本 

书. 


图 1-1 


在建立数学模型时，这种简化假设是必 须的. 作什么样的假设，需由所 
要解决的问题的性质以及所需的精确度 而定. 过多的假设常使所得的结论不 
反映客观情况而失去价值，过少的假设则会使所得的模型过分复杂.总之， 
这是一个实验与实践的问题而不是理论问题. 

建立模型的下一步是分析弦上一小段——图1 一 1的，其中尸和 P 
的横坐 标差为，这是-个“微 元”. 它必须足够小，使得我们可以无视其内 
部各点的差别而认为其各点的状况都是均勻的，凡比 Ar 更高阶的量均可略 
去，它又必须足够大，使得可以忽略微观效应，可以认为描述其运动的函数 

都相 当规则 • 这个规定是具有普遍意义的，大凡在讨论连续体的问题时，总 
是这样作的. 

上面说的微元，时常说是一种“物理无穷小 

现在把 S ' 作为一个运动的质点来考虑.设弦是均匀的，其密度是一 
个 常数，因长为 dx (我们用弦长 PP 代替弧长^^因为其差别与 ( dx ) 2 

n Zjj 

同阶而被略去）， 故质量为 pdx ，加速度为弦的其余部分作用于它的力 


是尸与 f 两点指向外的张力: r 与 : r • 在 x 方向，其分力为 


T’cos ff — Tcos 6= T 


1 + tan 2 夕 


1 + tan 2 汐 


% 


T 


1 + ul ( P f ) 


1 + ul ( P ) 


0 • 


04 可以略去，而且 ： r 




T . 


u 方向的分力为 


T’sin 0’ 一 Tsin 6 = T(tan d ! — tan 6) 

= T [ u x { P l ) — w x ( jP )] 

rr，dht , 

=i - ~ ^dx . 
d X 6 


因此由牛顿第二定律有 


dhc J 

p J? dx 


T dhl J 

T P dx ， 


或 


9 hi 

J ? 


d he 

d X 2 


Tip . 


( 1 ) 


(1) 称为弦振动方程. 

3. 热传导方程 现在研究均匀物体中热的传导，因此认为物体的密度 
P 、 比热^与热传导系数々均是常数 • 若记该物体中一点的坐标为 ( x 9 y 9 z ) , 
时刻£该点的温度为:取物体内包 

含点尸的小长方体为上面说到的 微元. 我们讨论 " T 7 

这个微元内的热 平衡. r—\ - r 


在时刻 i 到£ +治内，该微元内各点（以尸代 


表各点）的温度变化是 


9 T 


T (P 9 t + dt^) — T(P ， t) = -- — dt • 

O t 


dz \ .P 


(pc ， y ， z) dx 


使温寧升高 g 沿所需的热量（热能之量）是 m 1-2 

g T 

cp —dtdxdydz (该微元的质量为 pdxdydz ). 

此处消耗的热量应该由物体内部的热源（例如物体内部发生化学变化时 
就会有这种热源）与微元外向微元内的热传导来 补充. 现在先考虑传导现象. 
热传导服从一个实验定律——傅里叶 定律： 通过面积 在心 时间内沿法方 

向《方向传导的热量是一々^^^沿.这里出现负号是因为热量由高温处流 
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向低温处.故当 i 一 >0时，热量实际上是向 一 《方向 流去. 由此， 在士时 

d 71 

间内通过微元左右两侧(面积 AS 均为 dydz ) 流入（在左侧是沿 X 方向流入， 
在右侧是 沿一工 方向流入）微元的热量是 

kdt ( T x {x + dx 9 y 9 z 9 t ) — T x {x 9 y 9 z 9 t))dydz 


g 2 丁 

k - ~~^dxdydzdt • 
d x 


沿前后两侧和上下两侧流入的热量可以同样计算 • 最后，由热的平衡可得 

l I3 2 T , d 2 T , d 2 T\ , , , , dT ,,,, 

k - ~； + - ~o + - —"o dxdydzdt — cp -^—dxdydzdt , 

\ d X Z d y l d Z l I d t 

或者 



是一个极重要的算子 '， 称为拉普拉斯算子，记作 

d X d y d Z 

(2) 称为 

如果在—个热源，则需要一个函数来标志其 强度. 记这函数 
为 f ( x 9 y 9 z 9 t ) ,它表 示在心 时间内，在该微元中产生的热量是 
z ^dxdydzdt . /应该是由实验给出的，或者由其他物理规律 导出. 总之， 
在我们这里认为是已知的.这吋，我们将得到以下的非齐次方程 


d 1 


~d 


AT + ~^f{x 9 y 9 z 9 t). 


(3) 


这一点留作习题. 

在以上过程中，基本的物理定律是热的平衡——能量守恒.我们可以认 
为傅里叶实验定律是一种简化假设，因为它只是在一定情况下适用的近似的 
经验定律.当它不适用时，得到的数学模型可以大不 相同. 参数 c 、 々与 r 无 
关也是重要的简化假设.当然 d 的均匀性也是一种简化，但这并不重 
要，拋弃这一假设并不导致比 （2) 复杂得多的方程. 

4. 拉普拉斯方程和泊松方程 

现在考虑静电场中的电位，并设场中有电荷分布，其击度为 
p ( x 9 y 9 z ) . 如果电场强度为五 Cr ，： y ， 20 ，则由定义，五 =— gradf 高斯定律 

告诉我们， 

div E = p . 

这里的高斯定律采取这样简单的形式是因为我们采用了特定的单位制•将 E 

= -grad f 代入此式就得到 P 所适合的方程 

— div grad (p — — A<p = p . (4) 

它称为泊松 ( Poisson ) 方程.特别是在自由电场（即户= 0的情况）中，电位适 


合拉普拉斯方程 


5. 定解条件 


5 


△?> = 0 • ( 5 ) 
这里我们是从一些物理定律推导出方 程的. 如果我们分析一下这些定律 
导出的过程，仍可看到采用了微元的分析和对一些实验事实的概括 • 例如库 
伦 ( Couhimb ) 定律就是一个实验定律，而高斯定律是依据于 它的. 凡实验定 

律都包含了对实际情况的某种简化或理想化，或作了某些省略.因此只是某 
种近似 • 本例在这一点上和前两个例子一样有简化假设 • 

拉普拉斯方程不仅出现在静电场问题中 • 例如设热传导方程 （2) 的解 T 
与时间无关时——这种温度场称为定常温度场——则方程 (2) 成为 

AT = 0 . 

所以，拉普拉斯方程也可以描写定常温度场.不但如此，它还可以描写引力 

场势等等.概括地说，它所描写的自然现象是稳定的、定常的，亦即与时间 

无关的 • 拉普拉斯方程可以描述种种不同的现象，其他方程也 如此： 热传导 

方程还可以描述扩散现象，弦振动方程可以描述传输线中的电流或电压（当 

参数适合一定的条件时），还可以描述轴的扭转振动等等.这种情况正是数 

学物理方程作为播述自然现象的工具的力量所在 • 实际上，这三个方程各是 

一类方程的典型.各反映一类自然规律 • 尤其是，这三类方程的数学性质各 

取决于一个二次型的 性质. 在本书中，我们将依据这个二次型将方程分类， 
并逐类进行讨论. 

5 - 定解条件上面的例子告诉我们，这些数学物理方程都是一般的物 

理定律的表现，它反映很广泛的事物 • 因此，为了刻画一个具体的对象，例 

如一定形状，一定材料的物体在某特定情况下的温度，就需要一定的补充条 

件 不只是几何形状、材料性质.这些补充条件称为在数学物 

理方程理论中，我们总是联系着一定的定解条件来研究二^ ^的. 这就叫 
做一个定解 问题. 

常见的定解问题有两大类 • 一 类是，对于描述随时间演变的方程，如 （D 

和 （2)( 这类方程统称为赛），需要给出在初始时刻的状态 • 例如对于 
(2)，就应该指定初始时刻（设为 i = 0) 的 温度： 

■^1^=0 = , (/ 已知 •） (6) 

对于（1)，则因为它是一个力学运动，需要的是初始位移和初始速度 

U \t=Q = f 09 u t |^ 0 = f x , (/ o \ 已知 .） (7) 

(6) 和 （7) 称为初始 条件. 

如果我们研究一个有界区域中的物理现象，例如 D 内的温度分布或静电 
场，或者一段弦[0，/]的振动，则区域边界 3 Q (在弦的状况下是两个端点 ：X 
= 0, / ) 上的状况将是十分重要的，因为它反映物体与周围介质的相互作用. 




(/ 已知 •） 


( 8 ) 


现以方程 （2) 为例来说明 • 

如果控制 afi 上的温度为一已知值，则有 

T\ dn = f ( x 9 y 9 z ) , ( x ，： y ， 之 ） 6 3 Q ， （/ 已知 •） （8) 

这种条件称为狄利克雷 ( Dirichlet ) 条件，也称第一边值条件 • 

更复杂的情况是由傅里叶实验定律来反映的，在 afi 的小块面积 as 上， 
在沿时间内流出 *0 的热量与小块面积 dS 以及 Q 与周围介质在 afi 上的温差 
成 正比. 设介质温度 FU ,: vp ) ， U ,3^^> 6 30 ,为已知，则所述的热量为 
K(T - F ) dSdt ，尺 >0为比例常数（称为外传导系数）， • 但是，这个热量必 
须由 D 内部沿外法线方向《流到泊上.后者由前述的傅里叶实验定律，应 

该是 一 A 沿（与 尺相对 ，々也可称为内传导系数） • 由热的平衡可得以 

d n 

下形状的条件 


aT 




d n 


+ AT 


/> 


A > 0. 


(9) 


/ 为已知，这种条件称为劳本 ( Robin ) 条件或第三边值条件，特别是，尺 


时可得 


3 T 

d n 


0 , 


( 10 ) 


这是绝热条件，一般地，称 


9 T 

d n 


/为诺依曼 ( Neumann ) 条件或第二边值 


条件. 


如果我们研究有界弦[0，/]的振动，则在其端点也应给出条件 • 例如要 


求 


u(0 9 t) = / 0 ⑴， 


(l 9 0 = fi(t ) , 


( 11 ) 


/ 0 ,乃为已 知的. 当然也可以有复杂的条件，不过其物理意义不甚明显，在此 


略去 • 

(8) — (11) 称为当研究 D 中的热传导时，应该给出 （8)—(10) 

中之一 • 如果研究 *0 中的静电场，当然也应给出一个边值条件例如给出 
(8) — (10) 中之一，不过这时其物理含义不同了 • 如果研究无界区域中的问 
题当然就不再需要边值条件 • 不过有时需对解在无穷远处的渐近状况加以限 

制.这实际上也是边值条件. 

概括起来，对于有界区域的发展方程，既要初始条件又要边值条件•这 
种定解问题称为 

对于全空间应给出初始条件.这种定解问题称为 

给出边值条件 • 只有边值条件的定解问题称为疫&0 
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7 



m . 


6 - 定解问题的适定性 


什么样的定解问题是合理的？即是说，可以很 


好地反映物理规律性？这里有三个必须要考虑的 问题. 


1) 解的存在性. 

2) 解的唯一性. 


这里的关键问题是如何理解“解”的意义 • 例如方程 （1) 一 (5) 都是二阶 
方程，一个自然的理解是：凡满足方程的 C 2 函数称为解（以下 C ^ CG ) 表示在 
[到 々阶 导数皆连续的函数之空间，是一个 开集， 所以中的函数 

定有导数，甚至不一定有意义.有时略去^而 
直书为 C ^). 这种解称为古 典解. 然而，现代的偏微分方程理论却不以古典 
解为最好的选择.因此，这两个问题更准确的说法是：讨论解在某个集合 

——函数空间——中的存在与唯一性 • 函数空间的选择也就是一个适当的框 
架的选择，现代的偏微分方程理论可以说是始于找到了一个合适的框架 一 

广义函数.这本书的中心思想就是在这个框架中讨论一些经典的数学物理方 

程. 


3) 解的稳定性 • 定解问题中的一些已知量 


数据，如 （6) — (10) 中的 


/，都是由实验测得的，因而不可避免地会有误差，如果数据的微小误差会 
导致解的巨大误差，这叫做失去稳定性 • 这时，很难用它来描述自然现象 
下面是阿达马 （ Hadamard ) 关于不稳定性的著名的例子 • 


在上半平面 y > 0 处讨论拉普拉斯方程的柯西问题 


Au 


d 2 U 


9 


2 



d 2 U 

d ~ y 2 


0 , 


( 12 ) 


u (x ^0) —— ^p(^jc ) 


令其解为 


( 工， 0) = <p(x). 


如果对初始数据加以微小摄动，例如将 （13) 换为 


(13) 


(x ， 0) = <p{x ) , 


u y (x 9 0) 







sin nx 9 


(13)， 


( 々是正整数)令其解为 〜 ，则若记 u 


^1 — ^2 9 应有 


= 0 , 


U Cr ，0) 




0 , 


U y (x 9 0) 


sin 


_ 


很容易验证 


u (x 9 y) 




是 +1 


shnysin n 


是它的解，但只要 n 充分大，则在任意狭的带形0<3；<3；。中均可使 

sup t / Cr ， 3 ；) 任意大，所以上述问题的解是不稳定的.当然稳定性问题也应该 
放在一定的函数空间中来考虑. 


以上三种性质称为解的璋考哮，其解具有以上三种性质的定解问题称为 
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适定问题.本书将讨论一些经典的适定问题 • 

习 题 


1. 设弦的密度 P = 々( I ) 不是常数，推导出弦振动方程 • 

2. 若在物体 D 内有强度为 /0 c ,： y ,2： d ) 的热源，推导出热传导方程 • 

3. 若弦在一介质中振动，介质对它具有与速度成正比的阻力 ， 弦上各点又有与位置 

成正比的恢复力，求出这时的弦振动方程. 

4. 若一个物体的材料具有以下 性质： 比热与热传导系数均为温 度了的 函数， r 应满 
足什么样的方程？ 

5. 若一个微分算子 LU ) 具有以下性质（称为叠加原理）： 

LXcu ) = cLiu ') 9 c 为常数； 


L{u x + w 2 ) = + L(w 2 ) ; 

则乙称 为线性偏微分 算子. 证明本章中方程（1)，（2)， （5) 中的微分算子都是线性的 • 



3 乙从 

验证在极坐标 ( r ， d ) 之下拉普拉斯方程@ 

3_[ 3u\ 1 3 2 u 

d r\ dr) r d O 1 



= 0 具有如下 形式: 


进而求出其径向对称解（即只依赖于『而与0无关的解) 


d 2 u 


验证在球坐标 ir ， e 之下拉普拉斯方程^2 




+ 7^rere[ 


sin 6 


d u 、 

d QI 



A + A = o 具有如下 形式: 

9 y 2 d 
r 2 sin 2 ff d 


进而求出其径向对称解（即只依赖于 r 而与心无关的 解）. 
8. 对于拉普拉斯方程的狄利克雷外问题 


(d 2 u d 2 u d 2 u 

<u(a: f yfZ) = 0 ♦ 


x 2 -\- y 2 -\r z 2 > \ ， 
x z + y 2 + z 2 = 1 , 


若不加限制条件 li m wO ，： y ，2：) = 0 , 它便有无穷多个解 • 请写出其无穷多个解 • 

9. 将一根长为 Z ,两端固定的弦从中点提起，使中点离开平衡位置的距离为&，然后 
把弦轻轻放下，使弦作自由 振动. 试写岀该振动所满足的定解 问题. 已知弦的线密度为 


P ，张力为 T 


争 



第二章广义函数 


§ 1. 历史的概述 


牛顿和莱布尼茨 (Leibniz) 建立微积分是科学史上一件划时代 的事. 人们 


应用它来描述自然现象（当时主要是物理、力学现象）得到了辉煌的成就.这 
使得人们有这样一种 信念： 一个函数必然是或者应该是充分光滑的，至少是 
除了某些奇点外光滑，使我们可以对它任意微分或积分，从而得以多少顺利 
地刻画自然现象，得到种种结论.宇宙是和谐的，描述它的函数也不应该是 
病 态的. 但是后来的发展证明，微积分，作为一种工具，基础并不那么牢固. 
从19世纪起，数学家在微积分的基础上作了许多工作，对过去认为没有问题 
的数学运算加上了许多限制.当然数学的严格性和可靠性得到了很大的进 
步；然而，作为其代价，直观性和灵活性丧失了不少.数学家找出了不少“病 
态”的例子证明许多物理学家应用数学的办法确非无懈可击.可是，物理学 
家除了表示尊敬以外，许多时候却认为数学家的“高论”其实无补于事.那么， 
为了刻画自然现象，函数的光滑性确实是一个先验地合理的要求吗？其实物 
理学家自己也创造了不少病态的东西，只不过他们认为并非病态而已.例子 
之一是狄拉克 (Dirac) 为了量子力学的需要所“创造”的&函数 30) (其实英 
国工程师赫维赛德 (Heaviside) 已经引进了它），其定义 如下： 


汐（ X )= 



x ^ 0 9 

oc 0 f 


( 1 ) 


d ( x)dx = 1 ； (2) 

J — oo 

而且进一步“证明”了，对任意连续函数 

d ( x )^>( x)dx = 9^(0) . (3) 

J — oo 

但是这些要求是相互矛盾的.认为由（1)， 3 U ) 是“几乎处处”为零的，而几 
乎处处为零的函数之积分必为零而不能为1，因而 （1) 式与 （2) 式矛盾（没有学 

售 

过勒贝格 ( Lebesgue ) 积分的读者，不妨暂时承认这段话，其实物理学家也没 
有一定说 (2) 式和 （3) 式的积分是勒贝格积分).但是 谷（工 )确是一个物理含义 
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十分清楚的“函 数”： 设在 X 轴上有一个质量为1的质点放在原点，其他位置 
上则没有质量.这个很常见的质量分布之密度函数即 3 U ). (1) 式表示质量 
集中于 x = 0 处， （2) 式表示总质量为 1. 

如果记 3(1) 的不定积分为丹 ( r ) ，则 

p f 1， 《 > 0， 

H ( t ) = d ( x)dx = { (4) 

J 10 ， i < 0 ， 

它也是首先由赫维赛德提出的.它在电工学上很有用处：设在电路上有一个 
断开的开关，而在 f = o 时将开关闭合使电路中有电流为1，描述这个电流变 
化的函数就是赫维赛德函数 Hit ). 这个间断函数的“微商”就是谷函数 • 

如果更系统地讨论偏微分方程，则更易发现人们必须突破光滑函数的藩 
篱.下面讲一下弦振动方程的达朗贝尔 ( D ’ Alembert ) 解法.对弦振动方程 

1 d 2 U _ d 2 U &、 


作变量代换 


则 （5) 化为 


尽 — jo at y — oc — I - at 9 


d 2 U 


= 0 


即 


d 

3? 


f Bu \ 



双方对 f 积分（这时 7 视为常数）有^ = #(7)，再对7积分 G 视为常数）有“通 
解” W = F (0+ G (7) 或 

uCx ， t ) = Fix — at ) + G(x + at ) 9 (6) 


F ， G 是任意可微函数. 

我们现在只看 F(x — at ) 一项. 当 x _奴= x 0 ( 常数）时 F{x — at ) = 

FOr。） （常数). 

在 （x，0 平面（称为相空间）上， x _如=X。是一族直线（称为特征线， 
•r + 如二心是另一族 特征线）.沿这一族的每一条特征线 ， Fix - at ) 取常 
数值 FU。）， 相空间 （x，0 并不是真正的物理 空间. 对于弦而言，物理空间是 
直线I轴， i 是时间，相空间是一个平面而不只用一个空间的轴来 表示. 在物 
理空间中， FU _说）沿= x。 取常数值是什么意思呢？设 (A 山） 适合 

鏖 

x x — at x = x 0 = x 0 — a • 0， F ( x x — at x ) = F ( x 0 — a • 0) 表亦：当时刻 i = 
0 发生于I。处的“扰动” FU 。）， 当时又重现于 x = A 处！或者说，这一 
扰动沿弦(I 轴）由向 A 传播.可以算出传播的 速度. 因为 

x 1 — <26 = x 0 — a • 0 ， 故（工 1 — 尤 o)/(6 — 0) = a , 

所以这个扰动以固定的速度 a 传播.扰动的传播称为波，所以 — w) 表示 
以速度 a (向右）传播的波—— 正波. 同理 GCr + 如） 表示以速度 一a (向左) 



传播的波 —— 反波. 


图 2 — 1 


户0 t = t x 

八八 

- - - - -- 

义0 x x 

图 2 — 2 

以上的讨论完全没有涉及 F 和 G 的光 滑性. 为求“古典解，，(见第一章）， 
应该设 F,G e c \ 但是即令 F ， G 只是连续函数， FCr — 说）等仍然表示波， 
因此，仍然应该认为是方程 （5) 之解 • 物理学要求我们突破古典解的概念！ 
上面我们只把关于波的讨论作为必须突破古典解概念的 例证 . 其实这个 
讨论本身已是十分重 要的. 这种方法称为 gggg， 是偏微分方程的基本方 
法之一•我们把它继续讲 下去. 设要求方程^^西问题 

wCr ， 0) = / 0 Cr ) ， … 0,0) = (7) 

之解. 以 （6) 代入 （7) 有 

F(x) + G(x) = / 0 (ar) ， 

— F f (j：) + G f (x )= 丄/\ O) • 

a 

将后式积分有 G ( x ) — FO)= 丄 fiiv)dr + c , 从而 

d Jo 

G(x) = j/ 0 (x) + 士 /i ⑺办 + 去， 

乙 2 a Jo 2 

^)=}/ oU )-^ JV 1 (rVr -|. 

代入 （6) 即得达朗贝尔解 

1 1 Cx-\-at 

uix , t ) = —IfoCx + at ) + fodx —⑽)] + T Air^dr . (8) 

乙 J x—at 


12 


第二章广义函数 


这是偏微分方程中可以由“通解”求得“特解”的少有的（可惜！）例子之一 •一 
般讲，若通过自变量变换及未知函数代换能把方程化为 （5) 的形式，则可求 
得其通解. 

现在回到 主题： 怎样突破古典解的局限呢？我们还是从物理上找 启示. 
大约在19世纪30年代，力学的基本原理被归结为一个变分 原理. 哈密 
顿 （ Hamilton ) 提出了最小作用原理，其内容大体 如下： 任一质点组（弦当然 
也是质点组）的真实的运动必定是在一切可能的运动中使作用量①达到最小 
值的. 现用这个原理来讨论两端固定的弦[0，/]的运动 • 这时，“一切可能”的 

运动将由“一切可能”的函数 ^ Cr ，0 来表示，不过 

u(0 9 t) = u(l ， t) = 0 • (两端固定 •） 

它的作用量是 



如果 W ( U ) 是“真实”的运动，即它使了达到最小值，今取任一个函 
数 90 c ，0， 使它在区域 X [0，/]的外部及其边界附近恒为 0( 这种函 
数称为 cr 函数，其确切定义见下节），则对一个参数 a ， 


/(A) 


2 




dt 




[_piu t + A ^) 2 — T{u x + X%y^\dx 


当 A =0 时达到最小，因而应有尸 （0) = 0. 但是 


^(0) 




dt 






用分部积分，注意到 <pioc ， to) = 山 ） = 0, <p{0,t) = (pil,t) 


0，有 


尸 （0) 




dt 


%； 


CTu 


puu)<pd. 


0 • 


由于 f 是任意的 ，故有 Tu xx -pu u = Q ， 此即弦振动方程（这一点作为一个习 
题），这个方程即为作用量（通常为泛函）取极小的必要条件（通常为 Exiler 方 


程) • 

但是上面的作法有一基本的假设，即 w 6 C 2 • 如果不是这样，而例如只 
有《 e C 1 ， 则可进行另一种分部积分而有 


r ( 0 ) = 




U (T <p xx — p<Pu)dx = 0 





在 （9) 式中，甚至 w 的一阶微商也没有出现！所有的微分运算都移到了很 
光滑的函数 p 上面. 我们不妨认为，如果 w 是一个可积函数，而且对任意 cr 


①作用童即动能位能之差对时间的 积分. 这个名词是汤姆逊 ( Thompson ) 和泰特 ( Tait ) 开始使 
用的.下面讲作用量达到最小值是不准确的.详见理论力学和变分法方面 的书. 


_ §1. 历史的概述 13 

- ------- — - - --- 

函数 f 都使 （9) 式成立，则认为 w 是弦振动方程的“^ g ” —— gjg . 

这个作法蕴含了一些深刻的 思想. 首先，它不是考虑函^^^一点的 
值，而是考虑它在 cr (作为一个函数空间）上的“作 用”. 例如一个局部可积 

(即在任何紧集上可积）函数/可以这样“作用”在 cr 上： 

* 

〈/，= fcpdx , <pe Cr. (10) 

» 

( io ) 式定义了 cr 上的一个线性 泛函. 某一线性空间上的泛函，即是一种对 
应 关系： 使对该空间的任一 ？>( 在我们的例子中，该空间是 cr ， 故 9 e cn 
对应于一实数（有时是复数，即复泛函），记作 L (0. 线性泛函即适合 L ( c 说 
+ C 决 ）+ C 2 L (奸）的泛函 • 所以 （10) 是一个线性泛函，即是说 ，一 
个函数可以生成一个 泛函. 这“泛函”（仍记作 /) 我们说它是对偁于 cr 的. 

其次原来应施于/上的微分运算现在对偶地移到了 C ^° 上 • 20世纪30年代苏 
联数学家索伯列夫 （CoSojieB , Sobolev ) 提出广义解时的基本思想就是这样（他 
不是用这个例子）. 

这个概念可以推广到一般的 C 00 系数的线性 m 阶偏微分方程 

Pu = ^ a a (x)d a u = fix) . (ll) 

其中，我们引用了著名的重指标 记号： a == (%，…，6 z+ ,即 a, 为非负整数， a* == 

3 a l d a » 

G …匕，〜(工） e C°°，|«| = a, +… + 为重指标 a 的“长度”，若 m 为 （11) 的古典 
解，则对任意？ >e ，有 


〈/，= iPu^^x)dx 

=^ aAx)d a u<p dx 

== w ( — d) a Ca a Cx)<p(x))dx 

▲= u l P<p dx 

ft 

=(u , l P<p ). 

这样，把对未知函数 M 的微分转移到 cs ° 函数 P 上， T 称为偏微分算子尸的转置算子，它 
把 cr 映射到 cr ，方程 （ id 的广义解是指存在 cr 上的一个泛函 a ,使得 

〈仅， l P<p) = 〈 / ，炉〉， V 9^ G , 

其中/为 cr 上的一已知泛函.显然，古典解必为广 义解. 以上 

2 (- l ) | a | 3 a ( a a (-) p ( x )). 

T 的定义详见本章 （31) 式. 

由此到广义函数只需要再向前进一步 • 既然一个“普通的”函数可以通过 
( io ) 式生成一个线性泛函，何不认为 cr 上的一个线性泛函就是一个“广义 
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的”函数？如果采用这样的观点，则 Six ) 确实是一个广义 函数： 它使任一个 
9 >e cr 对应于 p 在0点的 值： 记为 

〈谷 ， f > = #0) ， 

此即 （3) 式.不难验证它是线性泛函 •_ 

(d 9 C\<Pi H - ^ ((lft + (2%)(0) 

(1 〈谷，％〉+ (2 〈谷，％〉 • 


所以广义函数本质地扩大了函数的范围. 

其实，一个“普通的”函数通过 （10) 式生成的线性泛函还自然包含了关于 
?>e cr 的某种连续性，所以，广义函数应为 cr 上的一个连续线性泛函，为 

了说明连续性，还必需对 cr 赋以拓扑，下一节我们将作出这点. 

1950年左右，法国数学家施瓦兹 ( Schwartz ) ①提出广义函数论的基本思 

想 如上. 这里的核心是对偶的概念，它其实只是抽象形式的分部积分理论. 

从上面的概述可见，一条基本的线索是探寻怎样能更好地反映自然规 
律，而必要时要以适当方式打破某些已有的 限制. 所以，广义函数论尽管看 
来抽象，实际上不但在数学上而且在物理上都有着深厚的基础 • 


习 


题 


1. 求解下列定解问题 


( 1 ) 


( 2 ) 


u tt — a 2 u xx = 0 , 

u U-^=o = ? ) (^) 
u tt —a 2 u xx =0 , 


m | 




0(x) ，沪 (0)=^(0) • 


| r=0 = p(x) ， 说 =0 = 0( 工）， p(O)=0(O) 


(3) 


y L u yy ~x 


0 , 


(4) 


u\ y=l ^q>ix > > , U y \ y==l ^<p(x) . 

Wxx+2cos x u xv — sin 2 j ： w vv — sin x w y =0 ^ 


w I -y= 


siar 


科 （ X ) ， 

I y=siiu: = ip x {x ). 


. 证明方程 


a 


3 r 


1 - 


x 


2 


du 


h ) dx 


1 一 


X 


d 2 u 


a 


h I d t 2 


的一般解可写为 


uOc ， t) 




h —— x 


[2^( 工一奴 ） + G(x + 说）]， 


①另一个著名的数学家 Schwarz 是德国人.但其汉语音译为施瓦茨，有时也有人写作施瓦兹 
为避免混淆，他们二人的名字均用原文_著名的 Schwarz 不等式是 


\fg\ i / i 2 &) 1/2 (. 


\g\ 2 dx 


1/2 


卷 


§2. 基本空间 
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并由此求解它的初值问题 

W |, =0 = f > Or ) ， u t | /==0 = 0( x ). 

3 - 求方程％ = a 2 ( u xx + u yy + u zz ) 形如 M = /( r ，0 的解（称为球对称解），其中 r = 

H y z z 2 • 

4 - 设 ec 1 ^)， 且引扣: = o ，其中 ao 为之边界，若 / 在 d 中连续，且对所 
有上述 ？0*：，： y ) 有 


则/在中恒为零. 

5. 设 DCIR 2 为有界开区域，30为 <0之边界， M ( x ， j 0, vix ^ y ') 为在 af 3 上己知的可微 
函数，求极值问题 









的必要条件 （ Euler 方程 组）. 

6. 用达朗贝尔公式写出初值问题 


(vu 


y 


uv y Y]dxdy 




min 



— oo < JT <+ OO ,£>0 ， 

u t \ t ^ 0 — 0 , — OO 〈 x <+ OO 


的解，并考察初值在 £ = o 的不可微性随时间£的 传播. 


§ 2. 基本空间 

1. 基本定义和例子 上文我们已经提到，广义函数应该定义为某个函 
数空间上的线性泛函 • 这个函数空间（称为基本空间）中的元应该是充分光滑 
的-从上面关于变分法的讨论来看，我们第一个考虑的空间是 crco )， ncz 
R ” 是一个 开集. 我们给出一个 定义. 

定义 2. 2. 1. 使一函数/( X )之值不为0之点的集合之闭包称为函数 
/(工） 的支集，记作 supp / ， 即有 

supp /= {x e o ； fix ) ^ 0}. (12) 

Co CO ) 即具有紧支集（即支集为紧集①)于内的光滑函数（以下如无特 
别声明，“光滑”恒指“任意阶可微”）的 空间. 以下我们需要这些线性泛函具 
有连续性，为此需要在 C 7 CQ ) 中定义一种收敛性，即定义一个序列 { f „( x )} 
ccro 3) 在 cr (/2) 中趋于0的 意义. 于是我们给出 


m~i im # 魏鹊 I 多涉純 界闭細定理都是讲的 紧集. 我舰后就常用紧 
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定义 2.2.2. 函数序列 {% ix )} 匚 CTCfi) 在 cr02) 中趋于0 即指： 

(i) 存在一个紧集 K 匚{2 使对一切 %( x ) 

supp %[K ; 

(ii) 之任意固定阶微商之序列皆对X —致收敛于 0( 不要求对于微 
商的阶数具有一致 性）. 

首先应该回答的问题是： cr02) 函数是否存在？这里最常见的一个函数 


是由 


f (0 = 



t >0 ； 
i < 0 


(13) 


生成的.在数学分析中我们熟知/(0在 R 上（包括在〖= 0处)具有任意阶连 
续微商，而且/〜（0) = 0 (—切々） • 设尤=(々，• 

则利用 （13) 式可以构造出 

炉 ( 工 ）=/(1 — | 工 | 2 ) 

exp(l/( \ x \ 2 — 1))， 

0 , 

它也是 cr(R n ) 函数，其支集是球心在原点的闭单位 球体. 同样，对任意正常 
数 r， cpi、x-x 0 Vr、 6Cr(R w ) ,其支集是以 x。 为心，以 r 为半径的闭球体. 

下面我们将会看到， CT(fi) 函数是很丰 富的. 

定义 2. 2. 3. Co(O) 赋以上述收敛性以后称为逆 CQ) 空间，上述的趋 

于0时常称为“在您中趋于 0”. 

逆 02) 是最常见的基本空间，它的元素常称为试验函数. 

2. 函数的磨光化 cr 函数不仅是广义函数论的基础，其本身在数学分 



it 


xj e R%kl 


2 义 ? ， 


1工| < 1， 
1工| > 1 • 


( 14 ) 


析中也是极重要的.下面讲的第一个应用是如何构造 cr 函数来逼近任意连 


续 函数. 为此，我们先引进一些常见的记号 • (^，…，心）代表 R w 中一 


点，色=(七， 


D ， D : 


色，其中 i 为虚数单位， 


Oi ， 



Z+ (非负整数集）， 为一个 n 维重指标；记 a! = A! •••〜！， x a = x a ^—x a n n^ d a x = 
3>^ d a x n \ a 表示 a { ^ i = 1 9 …， w ; a + /? = (% + 見，…， a ” + 久） • 

1 ft 

这些记号始自 Schwartz , 故称为 Schwartz 记号 • 

设 / Cr)， g(x)r a: 6 R n ，皆为 R n 中的连续函数，又设其中至少一个（例 
如 /(x)) 具有紧支集，我们称 


hOc) = j/(r) 畧 Cr — r)dr (15) 

为其爱 g ， i 己作 （/* g )( x ) • S 为 i ： 式:中的积分实— + mHsupp / 
上进所以积分的存在是可保证的.如果作变换 rh - x - r , 则又有 


§2. 基本空间 
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hix ) = g ( r ) f(x — r)dr . ( 15 )’ 

即是说，卷积是可交 换的： /*& = #*/• 卷积是一个极重要的概念，在下一 
章中我们将用物理中的例子说明它在物理中的重 要性. 现在我们只提 出：由 
(15) 式， （/ ^ g )( x ) 实际上是 g ( x ) 在平移 r (成为 《Cr — r )) 后，按其平移量 
r 加权 (/( r ) rfr ) 求和（积分），因此，它应该保有 gU ) 的许多性质，例如可微 
性.同样，由 （ lY )，/*# 也应保有 /( x ) 的许多性质. 

现在取 〆 : c ) 为 Cr ( R ”） 函数，并设 supp 《位于以原点 OGR ” 为心，1为 
半径的球内（例如 （14) 中的 < p ( x )) 而且 


C — 




g ( x)dx 7^ 0 - 


于是作衿(工) 


ce n 


g 


x 

e 


，我们有 


" 1 
< pXx)dx = n 

g 

( X ] 

dx = 

1 f 

ce J 


l e I 


c . 


g { x)dx = 1 




以只 Cr ) 为“核”按 （14) 式作其与连续函数 / Cr ) 的卷积 


fXx ) = J /( r)^ e (x — r)dr = ( J e /)( x ) . (16) 

ACr) 称为 /Cr) 的磨光化（或正则化、规则化，以下将要混用而不加区别）. 

叉称为磨光算子，只称为磨光核 （（14) 中的 9⑴ 就是一个常见的磨光核，但 

决非唯 一的. 在许多数学问题中，如何构造出具有特定性质的磨光核常是解 
决问题的关键性的步骤）. 

定理 2. 2. 4. 如果 /e C k ( R n } , 则在任一紧集尺上一致地有 

lima a / e ( x ) = d a f ( x ) ， | a | ^ ^ . (17) 

€—0 

如果进一步设/ e cs ( r ”） 则 ^ 

supp/ e d { X ； distCr ， supp/) < e} • (18) 

这里 distCr ， supp/)= inf |x — 3 ； | 为 a: 到 supp / 的距离 • 

y^sxxpp f 

证先证（18)式.设取一点 x 到 supp / 的距离大于 e ，则因 （16) 式中的 
积分实际上是在以 x 为心， e 为半径的球上进行，在此球内 /( r ) 三0，从而 
fM = 0. 故 （18) 式 得证. 又由积分号下求微商和分部 积分： 


3 a x fXx ) = f < y ) d a x %{x — r)dr = ( — 1) |a| f { j 、 d a T %{x — r^dr 


= d ^ f ( r )< p £ (x — r ) dr . 

这里没有积分号外的项，这是因为，若限定 I 位于某点附近，则只 U — r )- 当 
kl 充分大时必为 0. 

又因 
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* f* 

兴 Cr — r)dr = 兴 （ r ) dr = I 9 

J « 

所以 

m 

S a x f{x) = d a Jix)%{x — r) dr 9 

% 

因此 

\3 a xfXx) — d a x fix) I = J J[3r/(r) — d a x f{x^<pXx — r ) dr 

• m 

< sup \drfCr) — d a x f(x) I \%{x — r)\dz 

| x — r|<e J v 

= sup Idrfir) — d a Jix) I |?> e ( r ) \ dr , 

l ^ r — r|<e j 

当 ： r e 尺时，因 | x - r | <£, re K € = { x ^ distCr ， iO < e }， 由 / 6 C A ( R ”） 
知 IT / 在&一致连续，故当 e —0 时上式一致趋于 0. 

如果还有 < f > ix ) > 0 (例如取 （14) 中的作磨光核），则上式中的 

m 

|^e( r ) l^ r = 只 ( r ) dr = \ . 证毕 • 

•/ « 

这个定理中对磨光核？ cr ( R ”） 的条件可大大放宽， 实 际上只要保证 
微分后的卷积积分收敛.例如可取 Y ( R ”） （其定义见第四章），定理结论 
仍然成立.另外，这个定理还可以大大地推广.例如假设 / CT ) 仅为可积，记 

作 /(X) e L 1 (注意 ll/IUi = [ |/(x) |办） ， 或者幂可积，记作 / Cr ) e //( 注 

% 

意 \\ f\y = ( JVcr )|〜 a : 广），我们有 

lim||/ e - /|| L i = 0 即 于 L 1 ， 

€—0 

或 — f\\ L P = 0 即 / e — / 于 

£-►0 

这就是说，我们可以在某种给定度量的意义下用充分光滑（例如 ) 的函数 
列去逼近仅仅/>幂可积的函数，这时对磨光核的要求是它的直到々阶微商都 
属于 L 1 ， 这一些我们均不再证明. 

下面我们给出本定理的一个有趣的应用，其结果是非常有 用的. 设有区 


域仏含于仏，而辽为紧，且 A 匚 4(^2 表示认的内域，即不包含边界点）， 
这种情况我们记作 A czczn 2 . 


定理 2. 2. 5. 如果仏 CI 匚*0 2 ， 则存在 Cr ( R rt ) 函数> 0 , 使得 




1 ， x 6 *^1 ； 

0， X 


证为此， 由于仏 的边界30 2 到仏的距离 


d = inf \P\Pz I 〉 0 ， 

W # ao 2 
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记 J ， 以及叹= { x; distCx ,^) < r) ,并作 
其特征函数 Kx ) : 


尤（工） 


1, 

0, 


e n \ 
e ^ 


(19) 


再以并 (X) 为磨光核作 ZCr ) 的磨光化 


r 






(<Pr * %)( 工） 




Xiry<p 人 x — r)dr 9 ( 20 ) 





即适合 所求. 事实上，利用积分号下求微商立 
刻可知 fCr )6 C °°. 同时，由于积分 （20) 实际上是 
在 supp % 上，即在以 x 为心， r •为半径的球上进行， 

而当 r 在 A 内时，这球全在仏内，从而 Z ( x ) = l 而 （19) 式成为 


图 2-3 


/* 


9( 工 ) 


<p r (x) dx = 1 , 


x 6 O l9 


•/ 


当 x 在*0 2 以外时， x 到仏的距离不小于 2 r ，从而此球全在 *0 彳之外，因此 
= 0 5 从而 


# 工 ）= 0 • <p r (x) dx = 0, Q 2 

(实际上，当 I 在邱以外时即有 9( x ) = o ) ，所以史 ( x ) ecr ( R w ) •这样作出 
的 9 M 称为一个截断函数，它是数学分析中的重要工具. 

函数的磨光化是数学分析的一个重要技巧，它允许我们在处理不光滑的 
函数时，常常可以用光滑函数去代替它. 

3. 单位分解这是整个数学中都很重要的概念 • 它的作用是把一个整 
体的问题化为许多局部问题 • 设 ACR ”， 是一族开集，其中 J 是 
指标集 • 而且 ACZUt ^ 这样的开集族 称为乂 的一个开覆盖 • 于是我们可以 

证明： 

定理 2. 2. 6. 对于4的任意开覆盖0，必存在一组 Cr ( R ”） 函数族赍= 

{兴(工） } ，使 

( i ) 0<^( x )< l ； 

( ii ) 任一点 x 6 A 均有一个邻域 F 使得只有有限多个科 Cr ) 在 F 上不为 0， 亦 
即 只有有限多个 supp 菸 Cr ) 与 V 之交非空.这个性质说成是 {supp 兴 Cr )} 为 
局部有 限的； 

( iii ) = 1. 因为每一点: r 只落在有限多个 supp 弘 Cr ) 之中，所以 

a 

上述的和在每一点 x 上实际上是有限和而不会发生收敛性 问题； 

( iv ) 对任意 aei , 於 ( x ) 的支集必位于 f/ a 中. 

这一 cr ( R ”） 函数族步称为一从属于 a 的 crar ) 单位分解（以下简称单 

汽八八^八^ 汽八 六八八八八八八八 • 
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位分解）. 


证 证明分几个步骤. 

( i ) 设 A 为紧集，则由有限覆盖定理可以选出有限多个开集 tA ， …， 
覆盖儿现在要作出有限多个开集，…， D n ， 使得 AC ： 匚 R ， 纟 =1，…， 
N ， 且它们仍然覆盖 A 其作法如下 ：如果 #=1，则有 tAIDA ， 令 3= distG 4, 

Ct/i ), 其中 Gr 为 R 的余集，则^>0,取 A= ^为 a 的音邻域， A 即为所 

求. 如果 iV > l ， 记戍 = A \0/ 2 U … UW )， 它为紧集，于是按照上面的办法 
可构造 A ， 使得 Z ^ CCZR ， 且它覆盖戌及 { A ，％, …，覆盖 A ， 归纳地 
作下去，设已作出 A ， …， A ， 使得 ACI 匚 K，z = l ， …，是， { A ， …， A ， 
f /* +1 ，…， C / iv } 覆盖 乂，记 U … UAUR +2 U … UW ) ，它为紧 

集，于是按照上面的办法可构造 A +1 ， 使得 A +1 c : 匚 K +1 ， 且 { A ， …， 


^*+1 > R +2 ，…， c / y 覆盖克 

因为 A 匚匚 R ， i = u …， N ， 由定理 2. 2. 5即可作出 < fiieCo ( Ui)K 
及在 A 上为正，因为 ACUA ， 所以 

I 


> 0， X A 9 

I 

还有 supp ip a d supp 乏] 0, Cr) ，于是可令 <Pa(x)=<fia(x)I 

i i 


a = 1 ，… 


N ； 当 a^l j …， iV 时，令 ％(« r ) E 0， 则{^(^) } ( a 6/) 即为所求从属于 0 的 
单位分解. 

( ii ) 设 A 不为紧集，令在 ={ x ; x ^： A 9 I x I ^ dist ( x ，9 A )>^~} ，则 A 


皆为紧集且满足条件：匚1, +1 及我们称满足上述条件的一串紧 

k 

集4，…， A ， …为紧包含地上升穷竭于 4). 这时，令 A = {R 

n ( A ,+ i \ A- 2 ). ae/}， 而且；<2时认为 A—2 = 0. 于是❾是紧集及= 

.4040 = 0) 的开 覆盖. 作及的从属于鸩的单位分解免 ={?^} a e / •对 
于任一 必有一个 Z •使: ce 及但: re 尽， j>i + 2, 所以对于軋中的砍\ 

有政>0)=0，从而 

cr(x) = D 於〉 (x) 

«»> 

在任一点: T 附近皆为有限和，从而 txU) 有意义 • 今定义於(工）=乏 >/U)Mx)， 

J 

{%(1)}(>6/)即为所求的单位分解. 

4. 博雷尔定理 C 00 函数和解析函数有本质的 区别. 我们说/( I )是工在 A 附近的解 
析函数，即指在 為附近 / Or ) 的泰勒 ( Taylor ) 级数收敛于 /( x ) ： 


2. 基本空间 
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/o) = 


/ (l，) Ug) 

n\ 


Cr — 工 0 )”， \x ~ x 0 \ < 




但是 C °° 函数的泰勒级数不一定收敛 于它. 最著名的例子就是 


fix ) 


exp (— 1/ x 2 )， 
0 , 


x ¥ 0 ， 
x = 0 . 


因为我们有/(”)(0) = 0, n = 0, 1， 


• • 


•’所以它 的泰麵 


So 


争 


x n = 0 , 


0 


而不收敛于 /Cr). 所以，关于 C TO 函数 / Cr ) 的泰勒级数，只能写为 / Cr ) 〜 严 )( 工 o) 

( x - x 0 r . 但是我们有以下著名的 定理: 




f in \x 0 ) 


定理 2.2.7. (博雷尔 （ Borel ) 定理）设尺 CZR ” 为一紧集， / CR 是包含（一 e , e ) 的紧区 
间， /” Cr )6 Cr ( 尺 ）， w = 0, 1， …， 是任意已给的函数，这时必存在函数 / C ^ oed / CXJ ) 

以2气(广)尸为泰勒 级数. 

»=o • 

证 任取函数尽⑴ 6 CT (/) 而且在附近发⑴ 三 1.我们取一串适当的 e> { 0并令 

= g(t/e n ) 

n\ 

可以使得对任意重指标有 

\3 a gnU,t) | < 2~\ |a| < w — 1 . 


事实上，因为从而有 


3 a g n Cr ，0 


d 


t 


g 


e 


n 


r 


^ a x x fnix)e n /n 


d ， a 、 


因为1，故适当取 en 后可使上式 < 2 -«. 因此 


w oo 

2 茗”(工 “）= X ) 


/ nO ) 

n\ 

- 1 n~\f 

收敛，记其和为 / Crd )， 易见 / Cr ,^)6 C °° CR ： XJ ) 且 


g ( t / e n ) t n 


( 21 ) 


/ Cr〆 ） 〜公 


f n C 工 ) 

n\ 


t n 


证毕. 


这个定理告诉我们，一般的 C °° 函数的泰勒级数只是形式级数.但我们可以用级数 
(21) 代替它，而多少起到泰魏關細.在广义酣出舰前，在解析函 M 畴中的偏 
微分方程理论已经解决了最基本的存在问题 • 广义函数论以后的线性偏微分方程理论可 
以说是 c °° 理论. 这时，我们丧失了泰勒级数这个有力的 工具， 但博雷尔定理可以在一定 

程度上给以补足•当然 ， w I ] 为形式泰勒级数的 /( W ) 不是唯 一的. 

n=0 • 
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习 题 

1 . f 

1 

1 . 设/⑺在上连续，而且对任意痄皆有 / u )?< x ) 厶 = o ，证明 

% 

/(工）三 0( 杜•波阿•雷蒙 （du Bois-Reymond) 引 理）. 

2. 设 P(x，D) 是一个 C°° 系数的线性偏微分 算子. 证明： 

(1) 尸 Cr,6+7)= E ⑻ U，？） ； 

a * 

(2) 利用莱布尼茨公式 •”） = I 证明 

P(x 9 d)(uv) = ^y]d a U • R a (x 9 d)v , 

a 

是一个 C°° 系数的线性犏微分算子； 

(3) 证明 P ( x ，3) e "= PU ， W v ， 这里 r7=々7i + …+工》7”； 

(4) 在 （2) 中令 w = 〆 ， 再用⑴， （3) 证明 （2) 中的 / Ux，3) = A 产 Cr，3). 
此題中得到的 

P(x 9 d)(uv} = 2 tt wF (<l) {x , d)v 

a ^ • 

是一个重要的公式，称为^又以后对任一函数^工力恒记 7 ^ 0 ^) 
= 3fa?FCr，0, 即下标表示对1求导，上标表示对 f 求导 • 

« g 2 ^ 

3. 利用上题计算 △0^x0 和 A 2 U-r;), 这里 △= j —2 ^ 并证明 

1 = 1 * 

e— x .^P(x ， 3)(M(*r)，. f ) = P{x^d+ f)M(x) • 

4. 若 /(deL 1 , 证明 

* 

lim||/ e U) — /(x)|Ui = lim |/ e U) - /( 工） \dx = 0 . 

x-^0 x-^0^ 

m 

5. 设 fGCrCR”） 且 ¥< oc)dx = 1 , t；6C°(R”）， 令 

% 

% 

mCt ,0 = ”(工一 ty )< piy^dy y 

证明： 

( 1 ) d x Xt k u{x,t^)^t k - 1 v{x- ty)d yi <piy)ydy ， t>0 ; 

— ty)((k — n )9>( y ) - ^ yidy ^ y^^y , ^0 . 

J < 

[提 示： 先作变换使 t k uix ,0=^ t k - 1 卜 (*(〒)〜] 

V 

(2) 利用上式证明当时 

di (^ y ( x ,0) 0 , j<k ； 

dH ^ u { x 9 t 9) klv ( x ) . 

6. 设 / e Cr )= |%Cr — ，科 Cr) 是一个磨光核 • 试证:对任何重指标《有 

|a tf /cU)|<C(a, W )e- H . 


3. 广义函数及其基本运算 


7. 令 // fl Cr ) 


-1 


0 , 


0< Cr<a 

其他 t 


，则若 wCr ) eC °( R ), 证明 


( w *// J ( x ) = a ~ l \ uit)dt , 

J x—a 

从而是一个 C 1 函数； 若 《 eC *( R )， 则 （ w *// JCr ) eC * +1 ( R ) •这说明即令是对间断函数 
作卷积，也有一定程度的磨光 作用. 

8. 设 C 7 CIR ” 为一紧集， { Xa } 是 t / 的开 覆盖. 

(1) 证明： 必有有限多个开集尺】，…，尺*，使尤 CIC： 兄，而且 {&} 仍是 [/ 的开覆盖， 

(2) 如前作 ACzOGC ^ R ”） 使0<必0)<1,而且在尤上必 Cr ) = l , 在 X ,外 0 Cr ) = 

0,于是 * 


01 ’02(1 — 01)， …， 仏(1 — 办 -1)".(1 一 A ) 
是 tz 的从属于 { X a } 的单位 分解. 


[提 示： 证明 i —[ A + Ad —仏）+…+办 （ l — AdV -. d —☆)]= pj (1 _ = a 

这是定理 2. 2. 6的 （ i ) 的另一 证明. 


§3. 广义函数及其基本运算 

1. 基本定义广义函数即纫 03) 上的连续线性泛函，这里13匚 R ” 是— 
个 开集. 确切说，有 

定义 2.3.1 广义函数即您 0 Q ) 上的 连续线性泛函 /( 史) ，死谬⑴），亦 

即 

(1) 对实数或复数 q ， 心有 

ZOm + c z %) = ^/(^) + c 2 /(^)； (22) 

(2) 若灼 — 0( 于 您中） ，则 /( 灼 ）—0( 连续性），我们也常将 /(9) 写作 

〈/ ， 9〉 • 

Z 是一个广义函数，就记作逆' （ D ). 

以后我们常省略连续二字而简称之为线性泛函 • 连续性有一个等价的表 
示法： 

(3) 对任一紧集 Kd {2 必存在常数 c 与非负整数々使得 

\i(9)\ <c^sup\d a (p\ , <P e c? (K) • (23) 

这个条件有时应用起来较为方便 • 等价性的证明 如下： 

设不等式 （23) 成立 • 任取一串％ Cr )6 您02)，在纫 CQ ) 中收敛于0,则 
由定义 2. 2. 2存在一个紧集 KCZO 使对一切 和 Or ) 皆有 SUPP % Gr ) C ： 尺，而且 
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_ _ __________ ^ "" ~ 

对任一固定的在尺中一致收敛于0,即 sup | a > m |= sup 」 a a %( x )| — 

尺 x ^： R w 

0,故由 （23) 式有 K%)— 0,即/为连续线性泛函. 

反之，设不等式 （23) 不成立，即有某个紧集尺，使对任意常数 c 与灸皆 

有一个函数仍 Cr)eCT<X) 而 （23) 不成立 • 不妨令（=々= 7,即有 

\K<Pj) I >) X 1 su Pl aa ^l - 

\«\<j 

用 (注意 由上式代替灼有 

1 > _;• XI sup 1I ，朽 G G ( 尺 ） • 

|«1<> 

但由它有 |a>)i<+， 灼 ecrao . 因此由定义 2.2. 2,釣在逆 03) 中趋于 o, 

但 /( 奶 ）=1 不趋于 0. 即是说， Z 不是连续泛函 • 

例 1. 若 / O ) 是上的局部可积函数（即在 D 的任意紧子集上可积的 

函数，这个函数空间记作 Ufi))， 则对任一 peer ⑴）， 

% 

l(<p) = f{x)<p{x)dx (24) 

实际上是在 D 的紧子集 SU PPP 上积分，因而是有意 义的. 容易证明它符合定 
义 2. 3.1, 所以每个局部可积函数都按 （24) 式生成一个广义函数，我们仍记 

之为 /(x) 或 /. 这种广义函数称为舌 

例 2. 8 函数定义为对任意 ^cr(R tt ), 

占 ( 9 ) = 9 ( 0 ) • 

容易证明它是一个广义函数且（ 23 )式中的々 =0 •由§ 1中可以看到，3确有一 
定的奇异性，而且可以证明，决不存在一个局部可积函数/按（ 24) 式生成 
所以广义函数确实推广了函数的 概念. 正则广义函数以外的广义函数统称为 

奇异广义函数 • 

™ 义函数的定义可见，谈不上广义函数/(工)在一点的值（但我们 

仍记为 / Or) 以示 Z 是 D 中的变量而与其他的参数或变量区别，这样， 八 x ) 

在 9(1) 上之值将记为 〈/U) ， pCr)> 或〈/，衿） • 也谈不上/(^)在某一点为 

0. 但是 / Or) 在某一开集 U 中为0是有意 义的. 我们有 

定义 2. 3. 2. 若对一切炉 ecTO/) 皆有 〈w ，炉>=0就说广义函数 w 在 

上为 0. 

定义 2. 3. 3. 广义函数 W 的支集 suppw 是 W 在其上为0的最大开子集的 
余集，即是说 

supp u = \x\ 存在开集 t/ Cl ，使得 

x 6 且 w 在上为 0} 的余集 • （25) 


supp U 恒为 闭集 - 
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一 - ---------——__ 

定乂 2. 3. 4. 两个广义函数 a ， W2 之差 w : —若在上为0，就说1^与 
u 2 在 U 上 相等. 

广义函数作为线性泛函，其线性运算如加法及数乘的定义是自明的. 

广义函数 w 虽谈不上在某一点的值，但确有局部 性质. 若逆 /( D )， 
而是 D 的任一开子集，则因为纫 07) 匚纫02)，所以 w 自然地可以作用在 
级 07) 之元上而成为其上的连续线性泛函（这一点留作一个习题），也就是成 
为级'（⑺之广义函数，但我们仍记之为 w ， 从而这个广义函数 
称为 u 在 U 上的限制，记作 u \ u . 我们有 

定理 2. 3. 5. (局部化原理）若 w 在上为0，则它在 iQ 之任一开子集上 
的限制为0;反之，若 <0有一个开覆盖 { t / a } ,而 w | c； tt = 0( 对一切 a ) ，则 u = 0. 

证定理的第一部分自明，现证后一部分 • 任取您 ( D )， 令尺= 
supp % 则尺为紧子集而由有限覆盖定理必可从 { R } 中找到 K 的一个有限 
子覆盖 { t / i ， …， U k }• 作从属于它的单位分解仏，…，么，则 

k k k 

)=1 )=1 

supp 灼匚 supp 0, 匚 K ， 而由于“|〜= 0. 故 u 0 pj ) = 0 . 从而 

k 

u(jp) = = o • 

j — j 

即 W 为 0 泛函. 证毕 

这是我们第一次看到怎样用单位分解把一个整体问题化为局部问题. 

2. 微分运算与乘子运算我们仍然从古典的光滑函数 / Cr )， ar 6 R ， 作 
为一个广义函数开始（这个古典光滑函数当然是 R 上的局部可积函数，但不 

一定在 R 上可 积； 前者是指任一有界闭区间[>，6]上，都存在，后 

J a 

，+ oo 

者是指 f ( x ) dx 存在， 从这个例子可以明白这两个概念的差别了）.这时 

J — oo 

/( X )仍是广义函数，而且由分部积分公式 

尸 （ x) 炉 (x)rfx = — f (x、<p f (x 、 dx ，\! <p C*o° (R) 9 

J — 00 J — oo 

这里积分号外的部分消失，是由于 〆 O ：) 在 ： T = 土 OO 附近恒为0的 原故. 仿照 
这个例子，我们可以给出 

定义 2. 3. 6. 广义函数 / Cr ) e 您，02)的微商基，户1，2,…， n ， 仍 

是您'03)广义函数，定义为 

( ^ 9<P) = ，差〉 ’ 逆⑼. (27) 

’ J 

由此直接有 
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定理 2.3.7. 任何广义函数 / Cr ) G 纫 H /3) 皆可微分任意多次，而且 

{ d a f ，妗 = ( — l ) |a| 〈/ , d a < p ) , <pe 逆⑴）. (28) 

两个广义函数一般地不能相乘，但 ^ aOeC 00 ^) 作为一个广义函数（因 
为 aCr ) 局部可积）却可以乘任一 u ( x ) e ^ f ( W 9 其定义为 

定义 2.3.8. aCzOGCTCO ) 称为一个这^⑴）乘子，可以对任一 w ( x)G 

逆'⑴）定义乘子运算 a (: r ) •: u ( x ) |~^ a ( x ) w ( x ) ; (^3) 如下： 

(au 9 < p ) = (u 9 a < p ) , <p G 逆 （《 f 2) • (29) 

由定义 2. 3. 6 和 2. 3. 8 可见，任意的 C °° 系数微分算子 
=〜 Cr ) 劣都可以作用到任一纫'⑴)广义函数 wCr ) 上去，其定义为 

( PCx ^ d^u ，炉〉 = 〈w ， tPix ’ djq )、 ， (p G 级⑴） • （30) 

这里 




y] (— l) ( 〜 o) •) 


(31) 


称为从这里我们可以看到，广义@数的@算都 M 通# 对 
移到基本实现的，这可以说是广义函数最基本的 原则. 在本章中， 
我们认为所有广义函数都是“实”的，这 是指： 当 〆 X) 取实值时，奴的也是实 
的，而且(矽， e 为实数（见 （22) 式），这时以 9) 常记作，9〉，表示 
它是 m 与 P 配对而来，称为欧几里得 配对. 在这种配对下，与 尸对偶 的算子 


即转置算子在下一章中，炉和 u (的都要取复值，而有时需将 （22) 式改为 


u ( c < p )= cud < p ) 9 c 是 复数. 这时 m 与炉的配对称为埃尔米特 （ Hennite ) 配对， 
记作 (W ，9)，而有 （W ， c ^ p )= c(u , < p ) 9 但是 (CW ， < p )= c{u , < p ). 对于“复”的 
广义函数，本章中全部结果均适用，唯一需要改变的是乘子运算： （ aw ， qd = 


iu yd<p\ 这时，与 PCr ， 也) 相对偶的算子将是 

_ 

P* (X ， 毛) = XI (- lV a ] dl ( a tt ( x ) •), 


称 为尸的 fiES . 

从这可以看到，广义函数的微分运算实在是十分灵活的 • 那么， 

它包含什么具体内容呢？下面看一些例子. 

例1 . 赫维赛德 (Heaviside ) 函数 


H ( x ) = 



x > 0 ， 
x <C 0 . 


这是一个局部可积 函数. 这种函数在某一点上的值可以任意改变而无本质影 
响，所以上面没有规定//(0) 的值. 按定义，对于 9 ecr ( R ) 有 






oo 

< p ’ ( x)dx = 史 (0) 


所以 


( H f 9 < p ) =— (H 9 < p f ) 


•/ 
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H f (x) = 8(x). 


( 32 ) 


由定理 2.3. 7, SCr ) 还可以求任意次微商.当然，我们将得到具有“更 
高”的奇异性的广义函数，这一点下面还要再讲. 


例 2. 在 nOV 维的情形， HCr ) 定义为 




0 , 


> 0 , 
其他. 


1，2，”•，羚 


则 


d n H(x) 

dx l dx 2 ^ % dx i 


汐（ X) • 


例 3. 现在考虑更为一般的情况，如果 / Cr )， x e R ,分段连续且有分 


段连续的（古典意义下的）微商，记为 [/" U )] ，而且设 / Or ) 在 a < 


# # _ 


< 0 C k 


有第一类间断点，其跃度分别为 M ，…， &. 于是 / Cr ) 作为局部可积函数接 
一 个广义函数，而由定理 2. 3. 7 应 该有广义函数微商，记作尸（^)，另一方 
面，其古典意义下的微商 [/ U )] 显然也是局部可积函数，尽管它在有限个 
点％，… ，无 v 诸点无意义①， [/' U )] 也是一个广义 函数. 那么， /' Cr ) 和 
[//(^：)]有什么关系呢？按 定义： 

〈 /’ ，炉〉 =—f/Cr)p’ i^x)dx , 




{x)dx ， 


〈[/’]，炉〉 = J ' e / 7 0)]9>0)办 ， 


我们有 


〈/’ , 9?) = — 



+ 


癱 ## 



f(x)q> f (x)dx 


- f 91^00 - f9\ 


• • • 一 ■ — 


f? 


所以 




+ 


參 ## 



[/' ( x )]9?( x )^ 


x 




[/( 工 1 + 0) — /(x x — O)]〆:*^) + 

+ LfC^k + 0) — /(x A — 0)]f(x A ) 


參争 # 





k 




[/' (x)^]<p(x)dx 


—1 

k 


y] hjd{x — Xj) + [/'O)] ， 祇 X、） • 


①若 LTU )] 有界，显然[尸 Or )] 在有限区间上可积，若[尸 u )] 无界，由于 / Or ) 只有有第一 
类间断点， [/'( x )] 在有限区间上的反常积分是收敛的. 
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/’ = [/’（工）]+ 2 hj 8 (x — Xj ) . (33) 

此公式称为跃度公式. 

从这个例子来看，在古典意义下在某点不可微的函数，其广义函数微商 
无非多了一些奇异性.在高维的情况， （33) 式的推广更是具有极重要的意 

义 • 


例 4. 二维的情况.设 D 是（^，&)平面上的光滑区域，即是说边界 3 Q 
是一光滑曲线， /(^ eCH ^ nCCH )®, 补充定义在 D 外 / Cr )=0, 补充定 
义后的函数仍记为 /( x ) ，则 /( x ) 是 R 2 上的局部可积函数（在 aQ 上有固定的 


跃度），而且有广义函数微商_，仍记 


df 

dx l 


为函数 /(X) 的古典意义下的微 


商，它是局部可积的，它确定了一个正则广义函数，于是，按定义，对任意 f 
6您 ( R 2 )， 应用格林 ( Green ) 公式， 


〈差 ， 


少> =— </， 


dcp 

3 x \ 


fix) ^-dx x dx 


JJ 


dx x 




3 f _ 

dx l 


<p dx x dx 2 


/% 


f ( x )< p ( x)dx 
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df 

dx x 


(p dx x dx 2 




/(x)cos(n,x 1 )9(x)^5 , 


J 

30 


这里 / i 表 aQ 上的外法线单位向量.就是说，广义函数 g 是正则广义函数 


df 

dXi 


与 


一个奇异广义函数（它对 P 的配对为第二项）之和，它标志着/在 aQ 上的跃 
度的 作用. 在物理上，它表示集中在 aQ 的分布（例如电荷、质量等等）. 

与此相似，若 /6 C 2 03) 门 CHD )， 设△为拉普拉斯算子，由格林公式 
(见第六章 （6) 式） 


JJ / O ) △沪 dx x dx 2 






私 f dx x dx 2 



Q 




m 




f H ] ds . 


这可解释 如下： 若 / ec 2 02) 门 (^05)， 其零延拓7是一广义函数，而且广义 


函数 △/ 是正则广义函数 [△/] 与两个奇异广义 


数（分别相应于/及 M 在 


ao 上的跃度）之和.可见极为重要的格林公式正是跃度公式的 推广. 


①这里 C 03 是指在上连续到边界的函数集合， 一 般地， C *( Z 3) 是指包括所有阶导数在 a 
上连续到边界的函数集合，其中连续到边界是指当 xen 9 : r -： K € ao ) 时， y / u ) 都有极限（《<«， 
而且若以这些极限作为 aVXjO 之值，则 a «/ U ) 在 D 上连续.注意，我们假设了 afl 是光滑曲线，否 
則，定义会有困难. 
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上面的几个例子已经足以告诉我们，容许在古典意义下不可微的函数有 
某种微商，在物理上是非常有利的.但是，广义函数是否又是一种过分空泛 
的推广呢？下一节中我们会看到，一切广义函数实际上都局部地是某一连续 
函数的有限阶微商，所以这个推广又不是过于空泛的. 

3. 线性变换 从现在起我们要讲“自变量”变换时广义函数如何变化. 
从例1已可看到，广义函数其实是积分的一种推广，其运算也可从有关积分 
的种种运算中得到 定义. 例如，积分中有以下的变量变换 公式： 设4为一个 
非奇异的变元变换（也可说 A 的雅可比行列式不等于零），对于积分 

\f{x)<p{x)dx , 


如果我们用 f(Ax) 代替 9 则作变量变换 A : x h - ： y ，有 




J/( ： y) 史 04- 〜) 


det 


dx 

3y 


dy 


=det —dy • 

J dy 

仿此，我们给出下面的 

定义 2. 3. 9. 对于广义函数 wCr) e 纫' （ R n )， 以及非奇 异变换 A : R « 
— R n ，我们定义 WAr ) e ^ f ( R n ) 如下： 


(u(Ax) , <pix)) = (u(y ) ， 


det 


dy 


<PiA~ l y)). 


(34) 


这里我们不讨论 w G 的情况，是因为 4) 6 逆 ( A - W )， 而 


当逆 '02) 时， （34) 式右方不一定有定义，除非 W 匚 a 


特别地，若 乂为一 个非奇异的线性变换，则 


为常数. 


det 


9(A~ l y) 

dy 


I det A | _1 


下面是一些常用的情况. 


例 




对称变换 Z 


卜— 




这时 detA 


( _ l ) n ，记 w ( — x ) 






O ) 而 （34) 式成为 


〈 w O) ，= (u(— x) , ?<x )〉 

= 〈 w(x) ， <p{— x)) = (u , q> ). 

例 2_ 相似变换 A : x 卜 Ax ， A >0. 这时 

<w(Ax) , yK>)> = A“ rt 〈 w (x) ， . 

特别是，若 m ( Ax )= A a wCt )， 称 w 为々 次正齐性广义函数，而上式成为 

<w(x) ， ?<x)> = A-* 〈 w(x) ， <p(X~ 1 x)). 

例如 d ( x ) 就是一个一 w 次的正齐性广义 函数. 

齐性广义函数是齐性函数的 推广. 若是限制了 A >0, 我们称之为正齐次 
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性，在现代偏微分方程理论中凡说齐性广义函数必指正齐性.只要看一下相 
似变换的几何意义——从原点出发将一个向量按其自身方向放大 A 倍——就 
知道这个规定比较自然. 

例 3. 平移变换 A : x 这并不是线性变换，而是一个仿射变换， 

但是我们仍按定义 2. 3. 9来定义 mOt — A ). 因为现在 ^ T 1 : z 卜 x + k ， detA 则 

用此变换的雅可比行列式来代替，于是有 

( u(x — h ) , 9( 工）> = 〈 wO ) ， (pix + A )〉• 

我们也常用 A 来记平移算子，即 r /^ Cr )= w ( x — A ) ，则 〈 Aw ， q >) = {u , r ^ h < p ). 

若一个广义函数 w 在变换 A 下不变，即若 〆 x )= W ( Ar ) 我们将称它为 
不 变的. 可以 证明： 若对任意平移算子 n ， mOt ) 均为平移不变的则 〆 x )= 
c ( 这是一个局部可积函数，因此是一个广义函数）. 

4. 极限运算 设有一个逆 '02) 广义函数序列/\，/ 2 ,… ，人 ，…，我们 

有 

定义 2. 3.10. 人 —/( 于级 ' 中）即人 e 逆'在逆 ' 意义下收敛于 / e 逆'， 
是指对任意逆 ( D ) 均有 

lim 〈人， < p ) = (f 9 < p ) . (35) 

71—00 

这种收敛性准确些说应称为“弱 * 收敛”. 

n 、 

同样，一个广义函数级数收敛于一个广义函数乏]/, = /即指对任意史 

j= 1 

6逆 03) 均有 

n 

lim < ^ » < p ) = ( f ，炉〉 • 

n，oo 

广义函数收敛性是一个很灵活的概念.例如我们有 

定理 2. 3. 11. 设 A 6 这且人 —/( 于这中），则对于任意固 

定的 a 有 

3 a f n — d a f ， 于勿'⑴）中 • 

证 任取谬 00) ，则由微商的定义 

( d a f n9 < p ) = (- l ) w 〈/ n ， d a < p > • 

由假设/„ — /( 于这中）， 而 dye 逆⑴），故上式右方之极限是 
(- l ) w 〈/ ， d tt < p ) = o a f , < p ). 因此 

\ im ( d a f n9 < p ) = { d a f ，史〉， 

^-►OO 

而定理得证. 

这个定理证明虽简单，却说明问题.试与数学分析中收敛序列的逐项微 
商定理比较，定理 2. 3.11 是何等自然而简洁！在古典的数学分析中，微商运 
算可能把一个序列的收敛性破坏 殆尽： {/«} 收敛而{^人}不一定 收敛. 这个 
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事实时常说成是古典的微商运算的不连 续性； 而在广义函数理论中，微商运 
算却一定保持收敛性，这个事实相应地说成是广义函数中微商运算的连续 


性.这是多么方便的事实！那么，是怎样获得这样的便利呢？从证明过程看 


到，我们已把原来作用 于人的 7转移到试验函数 p 上去了，从而使 Y 与 lim 不 

发生关系，这样绕过了古典数学分析中交换极限次序的重大 困难. 这就是对 

偶性的作用 • “对偶性”(分部积分就是它的初等的或古典的形式）正是广义 
函数本质所在. 


不但可以定义广义函数序列的收敛性，也可以定义含参数的广义函数对 
该参数的收 敛性. 例如，古典函数微商的定义是差商的极限.对于广义函数 
情况也是如此 • 取 A 充分小，令4= (0，一，1^"，0)(第〗个分量为1,其他为 


0) ,则 




9> = (f , 


< pix — hei )—< pix ^ 

h 




这里若记 supp — 则有 supp < p{x — hei ) = K h = { a : + he { ； x G K }. 


当 a 充分小时，例如当 a < a 0 时，也有 ac = a 从而 U ') — ^ x) e 

n 

级 02)， 可见当 A 充分小时，差商的支集均在 U A CD 中，而且 易证: 

h < h 0 

当 h 0时， 


从而 


<pix — he { ) — yCr ) 

h 


dXi 


(于您 02) 中）， 


v 、工七 hei ) — f ( jo ) 
lim 〈 - 7 - 、9、 

h—0 h 

=— 〈/ u ) ， #> 

aXi 

= 〈塞，妗 • 

因此，在逆 hd ) 收敛意义下，我们有 

r + he ) 一 f ( a :) df 

丄 lm --- = — • 

A-^0 h dX{ 

即广义微商为其差商在逆 ' 意义下的极限. 

我们将来还可以证明任一个广义函数都是一串函数作为广义函 
数①的 极限. 这一事实，物理学家早就在应用，他们用一串 C °°( R ”） 函数的极 
限来定义 3 U )， 只不过他们当时没有您'03)中收敛性的 概念. 用我们今天 


附近 数 ur 溫都溫 中好局处部可积，但不-定 可积- 因为翊无界， 即令卿 ，㈣ 
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关于广义函数的知识来看，他们所建立的各种序列都可说是下面定理的 

特例. 

定理 2. 3. 12. 设有 C °°( R ) 函数序列 { ACr )} 适合 
( i ) 对任意 M >0, 当 | a | < M ， |6丨 <从时 

\ f n { x)dx < c , 


c 只与 M 有关； 

( ii ) 固定 <2和6有 


lim f n ( x、dx 


0 , 


苦 a ， b 同号； 
若 a <0<6, 


則必有 


lim /„ Cr ) 




d ( x ). 


证 


令 


F„(x) 


/”（0 必. 


一 1 


由条件 ( i )， 在任一有界区间内 i ^ Cr ) 对 n —致有界，而且 


\ imF n ( x ) 


0 , 


: r > 0 ， 

工 < 0， 


利用著名的关于积分号下取极限的勒贝格控制收敛定理©有 


lim < F n , ( p ) 




lim F n ( x )( p { x)dx 






(H , <p) , <pe 逆 ( r ) • 


特别是 


(/ „♦ 9> = ( F n ’ 9 < p ) =— < F „， p ’> 


— <H 9 < p f ) ={ H ! , < p ) 


(d , < p ). 


因此定理得证. 


下面就是物理学家常用以定义 3 Cr ) 的一些序列 


例 1. 人 U ) 


7 T n 2 x 2 + 1 


f n ( x)dx 


. 它的曲线为图2 — 4. 很容易看到 




e 2 +1 


=—— (arctan nb — arctan na ). 

7T 

因此，若〜6同号，其极限为0;若 a <0<6 ，其极限为1，而且 


①可以参阅任何一本实变函数论教材，未学过实变函数论的读者也可以暂时承认它. 
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因此，由定理 2. 3. 12得 






图 2 — 4 


例 2. 


IM 


sfnt 


> ()• 


这里我们用 


代替〃，上面的定理仍然 适用. 我们有 


、b 


f t { x)dx 


a 




广 _ 

2 vTT" 

a 

2 yi ~ 


dy . 


因为 


—y 2 


，很容易看到 

lim f t ( x)dx = 1 

t-^0 J a 1 


0 , 


若 a ， 6 同号， 
若 a < Q < b ， 


而且 


、b 


f t { x)dx ^ 


f t ( x)dx 


a 


因此，由定理 


lim /, Cr ) 




汐（: r ) • 


人 O ) 物理上表示在 


0 时在原点处单位热源在 t > 0 时产生的温度分 


布.在研究热传导方程时，它是很有用的，在概率论中它也是很有用的. 


例 3. /„0) 


sin nx 


x 




利用 


sin nx 
x 


dx 


sin 3 ; 


dy = 1 , 即可很容易看到 


lim 丄 = . 

n—^oo 7t JC 


这个结果在傅里叶级数理论中十分有用. 
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我们还要介绍广义函数的奇支集 sing supp M 的 概念. 上面已说过广义函 
数在一个开集中的限制是有意义的，又说过广义函数是古典的函数概念的推 
广.因此说广义函数 a 在 D 的某一开子集仏上是 C 00 的，即指 w 在仏上等 
于一个 C °° 函数炉，即是 a |% = C °°. 这意味着 w 在 A 上没有奇 异性. 取 

这样的 A 之最大的（只要取一切这样的环之并就会得到这样的最大的 D )， 
则仅的奇异性全在其外.所以我们有 

定义 2. 3.13. 使 w €纫穴 D ) 等于一个 C 00 函数的最大开集 A 的余集 
称为 m 之奇支集，记作 sing suppu . 

可见 sing suppw 是 闭集. 还可见到， sing supp u d suppw ， 因为在 suppu 

之外 M = 0,而 0 当然是 C °° 函数 • 

例如 supp / ZCr ) = [0，+ oo )， 而 sing supp / ZO ) = {0} • 还有 

sing supp d ( x ) = supp d ( x ) = {0} • 


习 




1. 证明纫 7 X 3) 广义函数的微商适合 

9 2 u — d 2 u 

d Xid Xj d Xjd Xi 

2. 设 a ( i ) 6 C °°( D ) 9 w e ^ 7 ( A ), 证明 


d 


SXi 


( au ) 


du . da 
=a - - h 

dX { dXi 


奉 


3. 若广义函数 w 适合 u 


u 9 (u 


u ) , 则称 《 为偶（奇）广义 函数. 证明 


(1) 8 ( x ) 与常值函数 C 皆为偶广义函数. 

(2) 偶广义函数之微商是奇广义函数. 


(3) 任一广义函数逆' （ fl ) 皆可唯一地分解为一个偶广义函数与一个奇广义函数 
之和 如下： 


u ( x ) = —( u ( x ) + u Cr )) + —( u ( x ) — u o )) • 

(4) W e 为偶广义函数当且仅当对任一奇的 pe 均有 w ,妗= o. 

4. 证明 *2^O) = 0. 反之，若有广义函数 M 使得= 0 ， 必有 M = C 》0 r ) ， C 是常数. 

[提示： （1) 证明 xu = 0 当且仅当对于纫 ( R ) 中一切形如巧)的函数均有 〈W , = 

0 . 


(2) 证明上述 w 的支集 CI {0}. 因此，若作一个截断函数使 得在工 


0附 


近 ； e e 1，则 三： fw . 


(3) 对任意 P e 琴 ( R ), 证明可以找到一个函数％ e C °°( R ) 使得 P u ) = 
< p ( 0 ) +^ U ), 但％ —般不属于纫 ( R ). 

(4) 利用 （2) 与 （3) ，证明 〈 w ， p > = < » 9?) — (u 9 ^ = 9 ( 0 ) ( ujX ) 



4. 一些常用的广义函数 


35 



( U ， xX < Pi ), 由此即得证明 .] 


du 


5. 在谬 '（ R ) 中求解常微分方程 g = 0，证明它的解必为仅 ( c 是任意常数）. 
[提 示： 证明此方程之解必适合 9 - < p r ) = o 9 < p r e 纫 ( r ) • 再证任一函数# e 

纫 ( r ) 可写为# = < p ， i<pe 逆 ( r ) 之充分必要条件是 < p ( x^dx = o. 对任意纫 ( r ) 将 

% 

_ 

它写为？>=灼（1) 9 i^dx + ifi ( x ) , 证明 0 Cr ) 可以 写为办 /( x ), 办/ 6纫 ( R ), 这里％ U ) 

Jr 

6逆 ( R ) 且 ^ x^dx = 1], 

% 

6. 若 / Cr ) 的々阶微商只在 x = a ^，）= 1，…， w*，A = 1，…， m 处有第一类间断点，具 
跃度为 h kj ， 证明： 


wwm 

/ ( m ) u > = c ^ m) ] + 2 2〜产*)(工 一 工心） • 


k=l 7=1 


7. 证明：若 /( x ) = //( x)cos x 9 g ( x ) = //(文^!! * r ， 则 

/’ （工） = 汐 Cr ) — g { x ) , 〆 （工）= fix ) ， 


因此 S 与/分别适合微分方程 


u ” + u == S 与 u ” + u = S ’ • 

8. 证明：若人— /( 在勿' （ fl ) 中），必有 — ay (在逆 '（ fl ) 中）. 


9. 令 ACr ) 


2e 


|x I > e 

|文| < e 


，求当 e 


0 时 / e ( X ) 的逐点极限与广义函数极限. 


10•令 f n ( x ) = sin nxj 证明当 w 


—► oo 


时 AU ) 之广义函数极限为 0( 这就是傅里叶级 


数理论中的著名的黎曼一勒贝格引理），但除在 I =± rrmim = 0, 1, …）外，逐点极限 
不存在. 

[提 示： 参看数学分析教本中关于 黎曼一 勒贝格引理的证明 .] 

11. 证明磨光核 ftU ) (见§ 2定理 2. 2. 4) 的纫' （ R ”） 极限为谷 U ). 

12. 证明： 若 w 6逆 '⑷）， P 6 Cr ⑷）， sing supp w 门 supp < p = 0 9 则 〈m , = 0 及 

^pu = 0 * 

13. 证 明：若 m 6 逆 r (0) 9 pG C °°( fl ), suppw f | supp p = 0, 则外 6 C °° ( fl ). 


14. 令乂 Cr ) 


te ltx , 

0, 


•r 〉 0 

x ^ 0 
* — i 8 


，则当 


时 


(于逆 '（ fi ) 中）. 


is. 设功 ecr(m 满足 


x a w ( x)dx 


0 , 


a \ 


当 M < k ， 
当 | a | = 是 • 


令 u e ( x ) 


一 n 一 k 


w ( x / e ). 则当 e —0 时有 

Me — ^3 a d 


(于纫 '（ X 3) 中）. 
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§4. 一些常用的广义函数 


1. 广义函数/+ 与:^ 如果 / Cr ) 是局部可积的，则它定义一个广义函 

数，这一点已在上一节中详述了.如果 / U ) 在例如 x = 0处有不可积的奇 

点，则积分心:， G 您⑴）不一定有 意义. 但若/(工) 只有 : r = 

0这一奇点，而接近于 o ： = 0 时？ < x ) = 0, 这个积分仍然有意义.现在要问， 
是否可以在 PU ) 于 x = 0附近不恒为0时，给上述积分（通常是发散积分） 一 
个定义，使当在 ： r = 0附近 ^ Cr ) = 0 时，这个定义与通常的积分一致？这个 
问题称为发散积分的正则化 问题. 下面我们就从 R 上的函数 / U ) 开 

始，这里 



工 > 0， 

: r < 0 , 


(36) 


A 是一 复数. 当 RM >—1 时，是局部可积的，它作为广义函数的定义是自 
明的，而且当 ReA >0 时有 


d 


X 


dx 



Xx 


A-l 




(37) 


事实上，对任意？ Cr ) 6逆 ( R )， 由分部积分法, 


〈£述，妗 






/* 


•/ 


0 


x x <p 1 (x)d 


X 






lim 

+ 


€-►0 


+ 


x x <p ! (x)dx 




lim 

£-►0 + 

lim 




^ e ) + A 


+ 


X 


A 一 1 


<pOc、dx 




eV (0) 



A 


广 + 


x 


A — 1 


cp^x)dx 




# 


(38) 


因为 ReA >0, 上式前一极限为0,而最后一项极限即为 A 


r + 


x 


X 一 1 


•/ 


0 


<pix、dx 


/• 


〈 Ax \ 1 ， 炉〉 于是 （37) 式得证•当 ReA 〉一 1时， 




0 


: rV ' Cr ) tlr 仍有意义，而 


/• 


A 


心一般是发散的， eV (0) 当 e — 0+时则可能趋于 oo . 但我们若 


•/ 


0 


略去这一项，则不妨以 
般地说来，可以考虑 


A J 


m 


/• 


:作为 


0 


o ^ V (： r )< i:r 的定义. 




0 


/• 


L (( p ) 


•r〉6 


x k <pix)d 


x 


(39) 


设 A 不是整数，取 iV 为使 ReA + iV >— 1的最小整数，则由分部积法可得 


L (?) 




1) 


N 


f% 


X 


X+N 




0 


(A + 1) …（又 + iV ) 


<j^ m (x)dx 
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N — 1 



2為#⑻^七十 1 + 0(1). 


0 


N — 1 


系数八很容易计算 • 这里第一项是有限数，而 D * 是各阶无穷大量.所以， 


0 


我们不妨说，我们已将一个发散积分 


/• 




0 


I 

x x ^{x)dx 


lim 1 X 9 ) 分解为一个 


一 ^ 

有限数与 iv 个= 0，1 ，…， iV — 1) 阶的无穷大之和.所以有理由称第 


项为发散积分 




+ 


x A <p(x)dx 的有限部分，记作 pf 


/• 


+ 


x k <p{x)dx . 可以证 


Jo 

明，将八 (约 分解为以上的无穷大量与一个有限数之和的方法是唯 一的. 类似 


于此，对于 


X 


X 


0 , 


工 > 0， 

x <C 0 . 


我们也可以定义 pf 
任意？^逆 ( R )， 


\x\ k <p(x)dx. 总之我们定义广义函数/ + 、兑如 下：对 






，^>> = pf 


x x (p(^x)dx , 


•/ 


( X - ，史 〉= pf 


ro 




(40) 


Jo\ k <pix)dx . 


这里有两点应该注意 


(1) 若在 X = 0 附近 pO ) 三0，则 pf 


/• 


+ 


x k <p{x^)dx 


%； 


0 






+ 


x k <p{x^)dx. 


0 


(2) 八 (的的 展幵式实际与 iV 的取法无关，当取更大的 JV 而使 R e A + N > 


0,所得的结果仍是 pf 


/• 




+ 


X x <p{x)dx. 这实际上就是 


d_ 

dx 


x 


A 


Xx 


A-l 


A # 0, 




1 ，一 2, 




(41) 


这两点留作习题. 

!• 柯西积分主部当 A 






Ine . 例如取 A = — 2,有 


1， 一 2,…时，在上述分部积分中将会出现 








x^>e 


工 —VCr) dx 


4/ 


+ 


e 


x~ l ^> r (x) dx + p(e)e 一 1 


/• 


+ 




e 


dx + 9 ?(e)e 一 1 — 9^(e)lne • 


这时，我们似乎可以取第一项为 pf 
用 


/• 


+ 




0 


x~ 2 <p(x) dx, 但是实际上我们宁可采 


/• 


cv ’（ o ) — 




0 


(lnx)^(x) dx 
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/• 


作为 pf 




+ 


X — 2 扒 x ) Ar ， C 的值如何决定见 下文. 这样的例外是容易想见的 


0 


d 


d 


因为若在 (41) 式中令 A = 0,将得到 gHCr ) = 0,而实际上应该是 ^ HCr ) 

= S ( x ). 我们的目的是想尽可能保持 (41) 式，而由上例来看，当义= 

— 2,…时，应该在 (41) 式右方出现 d ( x ) 或其微商.事实上，若记 


0，一 1， 


/• 




+ 


x ~ k < p ( x ) dx 


•/ 


e 


k 




1 


e 


—是 +i 


辦） 



k 




f% 


e 1 一 V ⑷ + 


k - 1 


1 J 
1 


x ~ k + l ( p f ( x ) dx 


e 


Ck — 1 )(々 一 2 ) 


e 2 ~ k <p r (e) 



1 


/• 


{k — 1)(々 一 2) J 


x ~ k +2 < p , f ( x ^) dx 


e 


n 


(k - 1)! 




+ 


{ x ) dx 


€ 



k — 2 

s 


0 


(k — j — 2)1 
(k — 1)! 





(k 

k — 2 

s 


1)! J 


f 


+ 


lnx • dx 


In e 


e 


(k 


1 )! 




k-v 


(e) 


(k — j — 2) ! , v ) 


0 


(k - 1)! 


( e ) e j+1 — k ， 


将最后两项中 # ⑷与 n ( e ) 按 e 的泰勒公式展幵 

^(e) = <ff j \0) + ^ >+1) (0)e + 


+ # 一 ”（0) 


6* 一 卜 ) 


(k 一 1 一 j ) ! 





于是 


In e 


(k - 1)! 


# 一 1} (e) 


In e 


(k 




D ! 


广 i )( 0 ) + 〆 ；[) ， 


k — 2 

s 


(k — j — 2)! 


k — 2 


0 


(k - 1)! 





0 


k 一 2 



¥ 


k -1) 


(O)J ： k _\~,\/(k-vi+oa) 


\ 


o 


1 


A^ D (0) e )+ 1 — * + ^ _1) (0) 2 /(々 一 1)! + °(1) ， 


0 


A , 是适当的常数，把这些结果代入 （42) 式，即知 




m. 


x ~ k < p ( x ) dx 的奇异部分 


e 
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k ~2 




In e 




0 


(々一 1)! 


#-1)( 0 ) • 


略去这个奇异部分即得发散积分的有限部分为 




pf 




0 


dx — 


/% 


(々 一 1)! J 


(\ nx ')< ff k \ x ) dx 


k-i 


+ #- D (0) 2 岑 /(々 一 1)!, 


(43) 


这里々 = 2, 3，…，而当 々= i 时有 


/ 


n 


Pf 


+ 


n 


x ~ l < p { x ) dx 




0 


+ 


( lnx )< p r ( x ) dx . 


(44) 




如果用广义函数的微分关系来表示，则有 


—k 

1+ 


-1/一 1 


(k 




== 




1 )! 


(In xy 


(In xY ^ 


- l )*— 1 



4—i 


(k — i)i 




其中 


(In a :) 


In ： r ， x ^> 0 9 


0, 


x <C0 . 


由此可以得到代替 （41) 式的 


d 


^ -k 7 - 

d ~ x X ^ = - kx ^ 


，々 


k 


0 , 1 , 2 , 




(45) 




发散积分的有限部分最早是由法国数学家阿达马提 出的. 它实际上是 
广义函数的来源之 

我们可以用同样的方法定义 1二\ 


(xZ fc 9 <p) = 

我们特别要看一下^ 1 — xZ 1 , 我们有 


9 






{X 


-1 


X 


-% 9) ={x^. l 9 <p 




9 


0 % 


H - 




0 


(In x ) \_< p f ( x ) + 〆 （ 一 xY\dx 


r + 


(ln \ x\)^> f ( x ) dx . 


u 


因此，若记一 =X 

X 


—1 


m 1 (注意，双方均为奇广义函数），则上式表示 


X 


(In \x\y . 


这是数学分析中熟知的公式，但是它们的解释不同 • 因为丄现在是一个广义 


函数，其定义是 
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〈丄，^>〉 

x 


n 




0 x 


\_< pix ) — < pi — dx 


产 


lim 

£-►0+」 


工） 


|«r|>e 工 


dx • 


/• 


此 式最后一项不是通常的广义积分，而是 


( Fix ') 


X 


dx 的柯西主值，记作 


PV 


m 


+ 


< pix ) 




dx ， 所以我们用它来定义一个广义函数 PV T ， 而有 

X x 


PV -= (In kiy . 


(46) 


3. 广义函数 


X + Z 


和 


X 




iO 


它们定义为 


x 士 


「( e >0) 当 e —0+ 时在 


⑧、 中的极限，那么这个极限是否存在呢？我们知道，例如 


: T + /它 


[In Or + / e )]’ ， 


e> 0. 


x + it 


7 和 InU + it ) 都是局部可积函数，所以上式在古典意义下和广义函数 


意义下都 成立. 由定理 2. 3.11 我们知道在逆'意义下 


lim ——；~~ - 

— 0+ x + te 




[lim ln(x + ze )]’ • 


0 


但是 


ln ( a : + /6) = In 丨 x + + zarg(x + ze ). 


这里确定复数 Z = x + k 的幅角之值的规定是，当 Z 从 Imz > 0处趋于正实 
值时， argz 规定为 0. 因此，当 z 从 lmz >0 趋于负实值时，其值是^所以 


f 0 /， x 〉0 

lim ln(x + ln | a :| + ( 

卜 o+ W ， x < 0 




ln | x | + h[l — HO )] • 


于是我们得到 


x + iO 


的定义如下 


x + iO 


( ln |« r |)' — 7 ridix ) = PV - 7 rid ( x ) • 

x 


从这里可以得到一些在物理学中很有用的公式 


汐 o ) 


2 ^r \ x -h /0 x — iO ) 


(47) 


PV 


x 



2 \ x + iO x — iO 




(48) 
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习 

1. 若 /( x ) 在 x = 0处有不可积的奇点，而且可找到一个广义函数 aU ) 使发散积分 


{ x )( p { x ) dx 正则化，即使, 史〉 
ix )< p ^ x)dx 正则化 • 




jVcr ) pCr ) rfx ， 试证 w + I ] c /()) Cr ) 也使 

3 = 0 


% 

2. 证明本节定义的 pf x x < p { x ) rfr 当 pCr ) 在 : r = 0附近恒为 0 时就是通常的积分. 

*/ 


3. 证明 





Ar ^ 1 , x ^ x ^ 1 ； 


dx 


X- = — Ax ^ r 1 




4. 若记 k| A = x A + +: ri ， k | A sgn:r = 4_— x A _, 证明它们分别是偶的和奇的广义函 


数，而且 


dx 


|:r |乂 = A | j：| A_1 sgn x , 


5•若 ReA — n — 1 (A ^ — 1, — 2, 


| x| A sgn x ) = A | 
一 w )， 证明可定义 


Pf 


0 


x A ^ p ( x ) dx 


/[S^Cr)— 沪 (0) — xq> r (0) 


一 i 


(w — 1) 


^ n -1> (0)]] dx 


+ oo n 

+ , x ^ x ) dx + ^2 


(々 一 1)! (A + 々）！ • 


它也是 


o 


x x < p { x ) dx 的一种正则化 


6 •在逆'中求以下的极限 


1 * a !. a 

二 9 」 im 9 


o 


并由此证明在数学分析中十分重要的 公式: 


: y ~^0 


f+oo yo ^ x ^) 

lim ] ■■ 1 .. 2 办 = 士 冗 ?< o ) ， 级 (r) . 

J 一 


工 2 + y 


5. 紧支集广义函数 


1. 基本定义我们要提出一个值得注意的 事实： 原来是定义 
为级 CQ ) 上的泛函，但对于不一定具有紧支集的函数 ％ 〈 w ,妗有时也可能 
是有意义的，只要尺= suppu D supp 炉为紧集 即可. 实际上，作一个截断函 
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数 aCr ) € Cr 使在 K 上 《 Cr ) = 1，则有 

<p(x) = a(x)<p(x} + (1 — «0)) 炉 O). 

第一项呼 6 逆，因此〈…呼〉有 意义. 第二项 （1 — a )< p 在 suppw 附近恒为 0. 
因为在 suppw H supp 史上，1 — a = 0•在 suppw f ] ( supp 炉的余集）上史= 
0,所以 


(u f (1 — ct)(p) = 0 • 

今定义 W ,?) = (U 9 a<p) 即可将 m 的作用推广到 这种炉上去. 可以证明，这 
样定义的以，妗之值与《的选取无关，所以这个定义是合理的. 

按照这个说明可知 ， SK = supp W 为紧集 ， m 6则 w 也可作为 
上的线性泛函，它的定义即为<« ,<p) = {u, a<p), 其中 《0 r ) 为使在 K 
上等于1的 c ^ m 截断函数.上面已经说过，这个定义与《的选取无关•但 
是，为使这一线性形式连续，则需定义 CTOQ ) 中的收敛性，即对 CTOi ) 赋以 
拓扑，下面的定义给出了这个拓扑. 

定义 2.5.1. 空间是对 C °° CQ ) 空间赋以下面规定的收敛性以后 
所成的 空间： 朽 Cr ) — 0于 #00) 中即在任一紧集 KCID 中对任一选定的重指 
标 a ， d a < p ^ x ) 皆为一致收敛于 0. <^(/2)上的线性连续泛函之集记作 
其元即称为 ， ，（ n) 广义 函数. 这些泛函的连续性 （ 即当灼 — 0 于#(/ 2 )时， 
有 ( U ，灼 > — 0, 等价于下面的形式表 述:存 在常数 C , 整数 

0以及紧集 K Clfl 使 


| <w ， 炉 > I < C sup |a>(x) I ， (p 6 • (49) 

| a|<m X ^ K 

关于上述等价性的证明，作为习题. 

本节的基本定理即说明广义函数就是具有紧支集的广义函数， 


即有 

定理 2. 5. 2. ^ ( O ) = : { u ; u 6 您’ («0 )， supp u dd O }. 

证 设 we 纫 '02)， 且 suppw 为紧，则可取; tecrcn ), 且尤(工 ）=i 

于 suppw 的某个邻域上 ， EK = SU pp ：\：， 对任意 f G €02), 由（23)，有 

| (w ^ < p ) | = (u ^ X ^) I 

< cj > up | a ff ⑽ I ( 0) 

<C ' 2 SU PI 纠， 

因此 m G (* f 2). 

反之， ^ ue ^ f cn ), 因此自然地有 a 6 纫 '（•《)• 今证 supp a 为紧•用 
反 证法. 设 supper 非紧，因而无界（紧集即有界闭集，所以 suppw 非紧时必 
为无界），所以一定有灼(工 ） G #( D )， 而 supp 灼匚 supp W f | U ; I 工丨>•/}，使 
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U ，%) ^ 0. 同时，不妨设 U ,朽〉= 1. 但若取任一紧集 KCID ， i 、 有正整 
数 iV 使 K C ： {工 ； \ x \ < N }. 所以凡 j > N 必有灼= 0于尺中，即知灼— 

0于 #0 Q ) 中，而应有 U ， 朽〉 — 0,这与 < w , 約> =1 矛盾. 所以之元 
必为逆 '02) 之元而有紧支 集者.证毕. 

由此可知 <^02) C ： 您 HD ). 所以，前面各节中所讲的关于广义函数的 
运算、性质等等对于之元也都成立 • 又心 — 0于 #'02) 中即对于任 
意史6#⑴），皆有〈心，妗― 0. 但您 03) 匚#(*0)，所以对任一个您⑴) 
也有〈心， 9)^0. 所以又有心 — 0 于纫乂/2) 中. 所以不但作为一个集合 
<^02) 包含于逆'⑴）中而且 #' a 3) 中的极限关系在这^ 03) 中也得以保持 
(所以前述您'⑴）的极限的性质对 03) 依然成立），这种情况称为#穴 D ) 
连续嵌入在逆 '02) 中，记作 

⑴） CL ^ S )\0). (51) 

2. 广义函数的局部构造前面已经看到，广义函数是局部可积函数（其 

中包括连续函数）的推广，在这种推广下，对一切连续函数都可以求任意阶 

微商 • 问题 在于： 这种推广到底能走多远？现在我们试图对它作出一个 回答： 

从本质上说，广义函数无非是连续函数的有限阶 微商. 具体地说，我们想要 
证明下面的定理. 

定理 2. 5. 3. 设 w 6 逆 ’⑷）， *0 及仏为 R 71 中的开集，且仏匚 CD , 则 
可以找到一个支集在辽的某一邻域中的连续函数/和整数 m > o , 使得在仏 

上 



d mn f 


arr … 把 


(52) 


这个定理的证明需要一些实变函数和泛函分析的知识，所以我们略去不 
证. 如果读者有兴趣，可以査阅任一本有关广义函数的专书， 例如： 罗巴斯 

一 尼托著的《广义函数引论》(欧阳光中等译，上海科学技术出版社1981年出 
版）就是一本很好的书. 


值得注意的是，由 （52) 式可知，若炉6逆 02) 的支集在仏中，则由微商 

公式 


〈 w ，史〉 = ( — \ > )^y(,x > )d a ^>( < x > )dx . (53) 

在本章一开始我们就是由 

>• 

(u 9 <p) = f (x)<pix)dx 

m 

来引入广义函 数的. 现在看到 ，一 般的广义函数由于有 （53) 式，比之上式并 
没有走太远，只不过/的选取还与？ <: r ) 的支集（而不只是 #: r ) 本身）有关 • 
所以上述定理 称为盗 的局部构造 定理. 粗略地说，逆彳 D ) 必局部 


44 第二章广义函数 

地是某个连续函数的有限阶微商. 

这里再给出一个概念即广义函数的使 （23) 式成立的最小整数 k^O 
称为广义函数/在尺中的阶.如果对任^尺，阶々均为有界的，则称 sup 々为 

K 

/的阶，而且称/为有限阶广义函数.容易看到，是0阶的•注意， （53) 中 
的不一定是 U 在戊 中的阶，而可能略大一些. 

再回到广义函数.由于它们都是有紧支集的，故可 取辽为 M 的支 
集，而得 

定理 2.5.4. 对 w e ^ f ( n ) 必可找到若干个连续函数 A 使在 D 上 

U = ^ d a fa (^ c ) • (54) 

| a|<r 

这是一个整体构造定理.由它可以推知，一切# 乂 D ) 广义函数都是有限 
阶的.其实，由 （50) 也可证明 02) 是有限阶广义函数. 

还有一个有意义的 结果： 

定理 2. 5. 5. 若 suppw = {0}，则汉必可表示为 3 U ) 及其微商的有限线 
性 组合. 

证设汉的阶数为々 (<+ oo ), 若炉 6 cro 2), d 为原点的一个邻域，由 
泰勒公式， 

(pix、 = U -^r3 a 9<0) • x a + 7( 工)， 

\ a\<k a * 

其中 7 e c °° 满足 a a 7 ( o ) = o , | a | 我们可证明 u ( v ) = 0 ,于是 

ui9)= - l) |a| a，_ =2(— 1) 〜 “ 占， d a ?) 

| ar|<A |«|<是 

= a a (d a d f <p) f 

其中〜 = - ~^ — u { x tt ) y 这意味着 

U = ^ a a d Ca \ 

\^\<k 

下面证明 w (7) = 0, 令 ieCr ( R n ), 且当 |0：|<€时100 = 1，当 I ： r |>3 e 
时 lO ) = 0，则当 |x I < e 时， 7(1 — ^ e ) = 0，但 suppw = {0} ，使得 

〈汉， 7(1 — / e ) 〉 = 0，所以 〈 w ，7〉 = ， VXt ) 9 因此 

<w , 7> I ^ c 2 sup | a a (^ e )l > 

按莱布尼茨公式， d a ( V XJ = 沢1，且当 | a | <々， |: r | <3 e 时， 

\ d a XXx ^)\ < C a e -' a| , \ d a v (^ \ 于是可证得 

I (u , 7> I < C f e 9 

其中 C 与 e 无关 ( s < l ), 由 e 的任意性可得到丨 , 7 〉l =0, 即 W ，7〉 =0. 


§5. 紧支集广义函数 


45 


于是定理获证. 


习 题 

1. 设尺是 R 中的紧集， h (0 为 / C 的特征函数，证明;^ e ，（ R )， 且它可以表示为 
一 个连续函数的导数. 

2. 证明〃维狄拉克测度 S 可表示为 

„ d n H 

0 = - « 

dXi***dx n 

这里 i / 是 n 维赫维赛德函数. 

3. 设朽 — 0( 于#⑴)），则对任意; tecr ( fi ) 有视 — 0( 于逆(⑺），反之亦成立. 

4. 证明# 乂 fl ) 连续性等价于不等式 （49). 

5. 证明 d p S = 8 ^ 是一个|/>|阶广义 函数. 



第三章卷积 


§1. 函数与广义函数的卷积 

1. 函数与广义函数的卷积在第二章§2中已经定义了两个连续函数 

(其中至少一个具有紧支集）的卷积是 

/• 

(/*发）（工 ）=— y ) dy (= (/ , ( r x g ) >) 

/* 

= fix — y ) g ( y ) dy (= 〈（[/)， g *〉） 

=* /)(>)• 

现在我们可以逐步推广上式来定义广义函数与广义函数的卷积. 

定义 3 .1. 1 若 / e 您， or) ， ^ecr(R n ) (或 / e# ，（R n ) ，客 e 
C°°(R n )), 则可定义 / 和发的卷积为 

(/ * g *) (工 ） =〈/， （ W ) 〉=〈/(•)，《(工 一 •）〉• (1) 

因〆: yoecror)， 对任意固定的 x ，3；) 作为3；的函数仍是 cr(R n ) 
函数，所以 a) 是有定义的（对 g ec -( R n ) 9 (i) 仍然是有定义 
的）. 

例如，对任意的 /eC°°(R n )， 有 (/*5)(o:)=/0r). 

引理 3. 1. 2 设⑴匚 IT 为开集， pChjyOeC 00 ⑴ Xo>) 且有紧集 KCD 满 
足当 x ^： K 时有 < pCsc 9 y ^ = 0对任意 y ^:<^ 成立. 如果 您 f («Q) ，则函数 j 
，〆 • ，: V)〉 是一 C°° 函数，且 

dy(u , < p (* 9 y )) = (u , d a y ( jpi .， y )) • (2) 

证对固定:⑴， 〆 • ，: v) 6CT(D) ，它关于: y 的泰勒展开式是 

m 

< p { x^y + A) = yKx，，）+ ^ hjdy ^ x . y ) + < p ( x ， y ， h ) ， 

7=1 

其中 0( • ，: y,/oecr ⑴），且 

sup I a WO，：y，A) I = 0( |A I 2 ), 当 A — 0， V «. 

X 

因为 I〈W ， (pc • ，: y ， A )〉| 2 sup \ d a x ( p ( x 9 y 9 h ) | , 故 〈w ， 0( • ，: y ， A )〉= 

\ a<k X 

OC |/ i 2 |). 所以 

(u 9 9( •，: y + A) 〉 =(u , < p (* 9 y )) 
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+ ， a^.,3；)〉 + 峰 |2), 

故函数 U ，〆 • ，: y)〉 是可微的，且有 


d _ 

3 yj 

用归纳法便可证明 （2). 


〈w ， 〆 • 9 y }) = 


<W ， dy .( pi ^ y )) 



定理 3.1.3 若 /e 您'（『）， pecrancs/eg'ar)，^ec^cRO), 
则 


1 ) /*^ ec °°( R n ) ； 

2) supp (/ * 炉 ) Csupp/+suppp ; (3) 

3) 3 a (/ * (p)=f * d a <p= O a /) * <p . (4) 

证 1) 可由引理 3. 1.2 直接 推得. 

2) 设 xGsupp/+supp 炉， 即不存在 $， 使得同时有 ^6 supp/, x — ^ 

supp <p 9 但后式就是 f 6supp((r#) )， 所以 supp /f] supp((z^) )=0， 而 

由广义函数的支集的定义知，当 supp / fl supp <p= 0, /6 ^ '( R 71 )， 沪 6 
cron 时 </ ， <p)=o. 于是有 


(/ * 炉 ) 0 ) = 〈 / ， {T x (p) 〉= 0 ， 

即 xGsupp(/* 史 ) • 

3) 因 （/* 的 Or) =〈/ ， fOr— •)〉，故由引理 3. 1.2 及广义函数的微商的 
定义可得 


3 a (/* 炉 )0c) = </， -•)> = (d a f 9 扒工 一•）>, 

即 3) 成立. 由此还可以得到，对任意 a=«i+a 2 都有 

d°(f * f) = (3 a i/) * id^(p) . 

为了证明卷积运算的可结合性，我们需要一个引理. 

引理 3. 1. 4 设 f2CR% ⑵匚 R m 为开集， <peCo ( OXeo )J^ supp <pCZ 
K x XK 29 这里 & 匚仏⑵为紧集，如果纫，⑴），则 


(u , 平 C • ， : y))dy = (u ， qK* 9 y)dy) . (5) 

v m 

证由引理3.1.2知以，？<*，： > ；)>是光滑函数，且其支集含于尺 2 ,所以是 
可 积的. 为简便计可扩展尺 2 为 m 维正方体贫 2 ，则积分可取在贫 2 上.等分欠 2 
为边长为 A 的小正方体，可作黎曼和 

2 〈w ，炉 (• ， kh )) h m = (u , ?< • ， kh ) h m ) ， 

kez m kez m 

% 

令 A— 0，则一方面 2 (u 9 qK *， kh )) h m — ( u ， < jp ( •，: y))dy • 另一方面 

m 

r 

( phix ) = 9 kh ) h m q >{ x ， y、dy ， 

*€ Z m J 
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不但如此，还可证明这里的收敛性是您 （ D ) 中的收敛性.这首先是因为 

r * 

supp 0 A 及 supp < pix , y ) dy 都包含在&内， p ( x ，： y ) 在上是一致连续 

的，因此，上式的收敛性关于 I 是一致的，此外对任意重指标^又可证明当 
A — O 时，对:—致地有 

>• 

( 工） — dXx’y)dy • 

m 

于是知道上式是中的收敛性，所以 （5) 式成立，作为一个习题，请读者 
详细写出这个证明. 

定理 3.1.5 若炉， cron ，且 / e 级， （ m •则 

(/ * 0 ) * 沪 =/ * (0 * 炉 ） • ( 6 ) 

证 /*0ec°°(R n )， 

鳴 

((/ * 0) * 炉 )0)= 〈/(•)， < p{z — .)〉^0 — z)dz 

m 

= 〈/(•)， [< p{z — ^< p(x — z ) dz ) 


=〈/(•)，— u — ^(piu)du) 

=〈/(•)，(0 * 9) (X — •) > 

=(/* (0 * f ))0) • 

, 

2. 广义函数的正则化 前章中就广义函数的构造定理指出，广义函数 
并不是经典函数概念的漫无边际的推广.因为每一个广义函数局部地都是某 
连续函数的有限阶微商.现在还可以进一步证明每一个广义函数都可以用光 
滑函数去逼近，其方法就是第一章讲的磨光技巧，就是用磨光核去作卷积. 

囑 

这里我们再提醒一下，磨光核就是一个函数 on, ?> o 而且 cpi^dx 

% 

=1 • 我们常记科 U )= e —>( 音)，则有 JWx ) 如=1，而且当00时， 

supp 佟 (X) — {O}. 

定理 3.1. 6 任一广义函数皆可用 C °°( R n ) 函数在级 ' 意义下逼近. 

证 任取磨光核柃 Or )， 则对*纫乂 R ”）， 由定理 3. 1.3, CS * 码）（工）= 
<5(0 ,供（: r —•)> eC °°( R )， 今证* S * 兴 —5( 于您'中） • 为此任取 
您 ( R n ). 注意到对任一广义函数纫 '（ R )， 

(T * 0)(0) = 〈 7X0 ， 0( — •)> = 〈 T ，0 〉 • 

所以〈*5* 只，0〉 = ((*5* 科）* 0 ) (0) = (5 * * <P ))(0) =〈* S ， 

(科 * $ )v > =(S 9 9 € *0>. 注意，这里我们应用了定理 3. 1.5( 卷积的 
结合律）及等式 (/* f)v = > (请读者作为习题自己证明），考虑到 
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於和科一样也是磨光核，所以 可知 & * 卜 〆 于您 (r») 中），从而 

lim <5 * < p e9 < p ) = lim <5 , = <5 9 < p ). 

卜 0 £^0 r 

即是说铃 —& 

这个定理可以进一步改 善为： 每一个广义函数都可用逆 ( D ) 函数去逼 
近. 这里 DCIR ” 是任意开集 • 

定理 3.1.7 若 56 您 ’ ⑴），则必可找到一串 S j e^iO') 9 j = i ， 2 ,…， 

使得 

— S (于纫'⑴）中）. 

证证明的关键是用一串适当的截断函数去“剪裁 ，，& 为此作一串开集 
OjCin： 

= { x j x Q 而且满足 |x 丨 <C j 及 dist ( x ,5 tf 2) 〉 4} ， 

J 

当然 r ^ cic : 仏匚 匚…，而且这种情况我们常说是开集序列{仏}上 

升地穷竭于 a 作一串截断函数心使 suppt 匚仏 +1 而在岛的一邻域上 
i . 于是对打的任一个紧子集只要取 j •充分大，必可使尺匚仏，从而 
1于[上.请注意，这种作法是十分常见的. 

于是再像上面 一 样作磨光核約 "，其 中 史满足 suppp CZ {« r ; |« r |< l } •故 

当 《 r6supp 奶 / 7 时，有 | 工 |<4 ，从而 

J 

supp q\,j + supp A—i 匚 B VJ + OjC：n . 

我们作 

= (^-1*5) * 9\n = 〈（ 3G-iS)( ： v) ， <P\/j(x — y )〉 ， 

很明显 &6Cr(R n ) ， 而且 supp& 匚仏即逆⑴)•以下即可如上面的定 
理 3. 1. 6 — 样证明 *S 7 —S ( 于逆穴 /2) 中 ）. 

在第二章中我们讲到许多物理学家曾用函数序列的极限去定义 d(xX 
其实，他们用的都是些磨光核如，因为 （ U )* 奶/产占关如=如，现在我 
们看到，这是一个很具有一般性的程序 • 


习 题 

1. 若 / u ，： yoe 级 （ ax 仏），证明积分和工在逆（仏）中收敛于 

* 

I 

► 

f(jo f y)dx . 

2 . 设 ses ' ai 1 ), re ^ CR 1 ), 我们定义 s 的拉普拉斯变换为 
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^f s a) = <5(0 , 广〉， 

证明5*了的拉普拉斯变换为 

^ 5* r (^) ^ 又） • ^ V ( A ) • 

3. 若 /e 逆' （ r ”）， 逆 or ), 证明 

(/ jg) 一 f * g 

是双线性映射，而且对/与#分别是连续的 . 、 

4. 设 / e #'( R n ), 容是一个 m 次多项式，证明/*容也是一个 m 次多项式. /*1 等 

于什么？ 

5. 设*^谬' （ r 1 ), 证明可用自然方式定义逆 '（ m 如下： 

(u 9 <p) = (* 〈《 (•) ， (jpi* ， x 2 , … ， x n 、） dx 2 … dx n ， V ^ 6逆 (R”）• 


§ 2 广义函数的卷积 

1. 两个广义函数卷积的定义首先说明一下，广义函数作为逆 ( R n ) 上 
的泛函，即 we 纫 '（ R n )， 则对任意 9 ecr ( R n )， G ，妗确定为一实数（或复 
数），且若 Wl , u 2 e ^ f ( R n ) 9 对任意炉 ecr ( m ， 使<仏， 9 〉=〈心， 衿，则⑷ 
=u 2 . 但我们还可以用卷积 给出化 =〜的另一种条件.利用定义3, 1.1 知道对 
于 ue ^ f ( R n ) 9 < pec ^ r ( R n ) 9 

(u f <p) = (u <p ) (0) . (7) 

所以对于 a, u 2 e ^ f ( R n ) 9 可从等式 

u x ^ <p = u 2 ^ (p 9 V ^ G C^° (R n ) 

推出 = U2» 

两个广义函数卷积的定义，可由您'广义函数与 cr 函数卷积定义推广 
而得. 如果 / e 您 '（ R”）， 客， ^ecr ( R n ), 则由定义 3.1.1 及定理 3.1.5 知 

〈（/*发 ）， ?)= ((/* 客） * 炉 ）（0) 

= (/* ( g - * ? o )( o ) 

= </ ， （发 * S ) V > 

「 

=〈/(•)，（ g ( y ) 9 (y ~ # )^) ) 

% 

囑 

=</(•)， g ( y )9 (y + O ^)) 

% 

= 〈 /(•) ， (g(y) ， 9(y +•)〉〉• 


但是此式右方即使发不是 cron 函数也可以有 定义. 于是，我们可利用这 
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一点定义两个广义函数卷积如下 


定乂 3. 2.1 设 f 6 f ， g 6 f . 则可定义/和发的卷积/ 
e 您 , 为： 


< P ) =〈/Cr)， < g ( y ), 9ix + y )), V 纫 (R”）. （8) 

现在我们要说明定义 3. 2.1 之合理性，即证明 （8) 右方确实定义了 
的一 1 个连续线性泛函.由定义3.1.1知0(工）=〈客（3；)，史（工+ 3 ; )〉 = 

(发 * 沪）（一工），由定理3.1.3知（发*$ x-x)ecr(R n ), 因此 （8) 右端有意 
义，且显然〈/*茗 ，妗 关于史 6CT(R”) 是线性的，若妗 —0( 于纫 (R”） 中），即 
supp 灼匚尺（紧集），且矜在尺上一致地收敛于0,记化（工）=(发*灼 ）（ 一 X)， 

则由定理 3.1.3 

supp dK + suppg*, 

故 AGCT(R rt ). 很容易证明对一切重指标〜有关于 x —致收 

敛于 0 • 即 0) ( X )= 〈震 （3；) ， 灼 （ x + y )〉— 0 (于逆 （ R «) 中）. 因此 

( fXx )， A(x)〉— 0，即有 

〈/*g ，灼 > = 〈 /O) ， (g(y) , <Pj{x + ： y)>> — ()• 

这就证明了•是纫 ( r ”） 上的连续线性泛函，即/*发6逆 '（m. 

类似地，当 femr)， 客6您' （ r ”） 时，用 （8) 仍可以定义 /* 犮 e 

逆 '（R rt ). 

总之要注意，/ 与发中 至少有一个有紧支集 • 对两个一般的/，发 G 
逆 '（R rt ) 不能一般地定义其卷积，但在有些特定情况下，/*笑仍有定义. 

2. 广义函数卷积的性质.卷积代数 

定理 3. 2. 2. 设 f ， g ， he ^ f ( R n ), 且其中至少有两个具紧支集，则 


1 ) * A =/* ； ( 9 ) 

2) / ^ g=g^ f ; do) 

3) supp (/* ^) CIsupp /+ supp ^ ； ( ii ) 

4) / *^=^*/= / - Q 2) 

5) d a if ^ g) —Cd ai f) * id a2 g) 9 V o:=a 1 H-a 2 ; (13) 

6) 卷积运算关于每个因子是线性的 （作 为习 题). 

证 1) 对于任意您 ( R ”）， 有 


〈/ * (发 * A) ， <p)= {fix) , <(g* * h)(y) , <p{x + ： y) > > 

= { fix ) , < g ( y ) , ( h ( z ) , (pix + 3 ； + z )))) 

— 〈（ / * 发）（工） ， 〈 AO) ， <pix + 5：))) 

= 〈 （/ * * A ， 沪〉， 

这里等式每一步都用到 （8) 或定理 3.1.3 的 1)，2). 由它们可得 〈AG：) ， 9>(x+ 
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: y +:)> eC °° (当 hG 您 '( R rt ) 时）， 或 （ h ( z ) ， ^(x + ：y + 2 ：)> 6 C 7 (当 
#^ R n ) 时） • 

2) 对于任意％ ^ e ^( R rt ), 由 （6) 及连续函数卷积的可交换性与1)，有 

((/* ^) * 9?) * ( p = (/* 发） * (^* 4) = (/* ^) * (^* 9 ) 

=((/*貧） * 0) * 9 = (/* (^ * 0)) * ^ 

= /* ((^ * ^) *炉）= /* (沪 * (发* 必 ）） 

= (/ * 9?) * ( g - * 0) =(发 * 爹） * (/ * 史） 

= g * (0 * (/ * 炉 )） = g * ( (/ * 0 * ^) 

= ( g - * /) * (^* = ((发 * /) * 史 ）* 必 ， 

于是有 

(/ * 客） * 沪 =(^ * /) * ^ • 

所以 /* g=g * f . 

3) 对任意其支集包含在 supp /+ supp 发 的余集中的 ^ e ^( R n ), 它满足 
supppfl ( supp/+supp 发）= 0 ，于是有 （f * g ， ?>> =〈/ Cr ) ， ( g ( y ) y 史 ( x + 

: y )〉> = 0( 事实上，对 xGsupp /， 或者: yGsuppg •，有 < p { x + y ) = 0, 或者: 
suppg -, 都可得 〈发 00 ， pCr +： y )〉= 0) •因此 /* 发在 supp/+suppg 的余集 
上 为零. 所以 

supp f^gd supp / + supp 发 • 

4) 对于任意 ？> e ^( R ”）， 有 

〈/*谷，史> =〈/(工），〈占(: y ) ， 9 ^ x + 3^)>> =〈/，$〉 

即/*占=/，由 2) 知占*/=/*》=/• 

5) 对于任意9^您 ( R w )， 应用广义函数微商的定义及引理 3. 1.2 可得 

< d a ( f ^ g ) ，沪> = ( 一 l ) kl 〈/* 客， d a ?) 

= (— l) |a| </(x) , (g(y) , d a <pix + y))> 

=( 一 iy a ^{ f { x ) , (- iV ^ igiy ) , d a jd ^< p(x + y ))) 

=(- l ) 1 〜 〈/( X ) ， ( d a 2 g ( y ) , d ^< p ^ + y "») 

= ( — l ) Ull 〈/0) ， d a x i ( d a 2g ( y ) , < p{x + : y )>> 

=< a tf l /( x ) , ( d a 2g ( y ) , (fix + 3^)>> 

=( OV ) * O a 2 g ) , < p ), 

所以 5) 成立 • 

6) 是显然的. 

上述卷积运算 * 的结合律、交换律及 （12) 使得广义函数（严格讲是紧支 
集的）在卷积运算下成为一个有单位元的代数，其单位元为5函数，称其为卷 

积代数. 

有了上述卷积运算 * 的结合律及交换律，则可定义任意々个广义函数 



_ §2 广 义函数的卷积 53 

' -- - --— - - - 

從1， u k 的卷破，只要它们中至少有々一 1个是紧支集的即可，即 

W = ^! * ••• * ^ = Wl * * Uk) …）. 

若不规定至少有々一 1个是有紧支集的，则结合律是不成立的.有反例 

(1 ( x )) (1 *//( x ) 

= ⑴’ * = o , 

1 * ( 义 (x) *//(x))= 1 * (d(x) * H(x)y 

=1 * (d(x) * H f (x)) 

=1 * ( S ( x ) *5( x )) 

=1 * S(x) = 1 # 

对此反例的解释是 ：1 和 //( x ) 都不具有紧支集.所以前面说，对/，客6 
级 '（ R n ) 不能一般地定义其卷积. 

至此可 以问： 广义函数有没有“通常的，，乘法运算，成为函数逐点相乘的 

自然推广？答案一般是否定的.这个问题的讨论需要对广义函数的奇性作进 
一步的分析，即所谓微局部分析. 

关于广义函数卷积的奇异性，有 

定理 3. 2. 3 设〜，心6逆’ （ R ”）. 且至少一个具紧支集，则 

sing suppC^j * u 2 ) d sing suppw 2 + sing supp u 2 . (14) 


sing supp u } + sing supp u 2 




图 3 — 1 

证 V XoGsing supp ^ i+sing supp u 2 , 则存在 x 。 的开邻域 f /， 使得 

(sing supp 〜+ sing supp w 2 ) f ] U = 0 . ( 15 ) 

由 （ IS ) 可选取 sing suppw (£ = l ，2) 的邻域 f /,， 使得 

(U 1 + U 2 ) f) U = 0 ^ (16) 

^ <pi G C 0 {Ui ) , 且 I s i n g supp«. = 1 ， 则 U { = (piUi + ( 1 — (pi ) U { = Vi + W ,. ， 因 


sing supp w*flsuppd —^0 =0 ，故 w , 6 C °°( R ”） •且奶与 w * 中至少一个为 
具有紧支集，设奶6 ( R n ) • 于是 Wl * 仅2 = 巧 * % + 以1 * W 2 +奶 * 1；2 

+xvi * w 2 ,由定理 3. 1. 2知 t；i * w ”％ * t； 2 ，Wi * 所以 

sing supp(Wi * u 2 ) = sing suppCt ；! * p 2 ) ， 

而由定理 3. 2. 2 之 3) 知 

sing supp (巧 * 卩 2 ) [ suppCz ；! * v 2 ) Cl U x + U 29 

由 （16) 得 sing supp ( z；i * v 2 ) f]U = 0 > 所以 

x 0 6 sing supp ( t ^ * v 。= sing supp * u 2 ) 


即 （14) 成立. 

3 .例由宁卷积运算的重要性，下面举一些例子，其中包括经典意义 
下函数的 卷积. 这里首先要提到，关于至多有一个不具紧支集的限制在应用 
问题中时常可以取消 • 例如设 /( x )， g ' CrWCXR 1 ) 的支集在 [0，+ oo ) 中，我 

们仍可定义其卷积为 

， pjc 

(/* 《） 0 ) = f(y)g(^ — y^dy = fiy)gix — y)dy . 

J Jo 

另一个在数学物理上重要的情况是考虑四维时空 R 4 中光锥的内部 
xf — x ? — x 2 2 — x 2 3 >0 中 x 4 >0 处. 这称为前向光锥，记作 C +. 若您 HR W ) 
之支集在 C + 中，您' （ R 。 之支集在 x 4 >0 处，也还可以定义仏 * ，这时 
我们仍用（8)，唯一需要的是，当 yGsuppw ” zGsuppw 2 时，： y 与 z 各位于某 
一紧集中.事实上，若 < pe ^( R n ). 则当： v + z 6 supp 史时， yj +必须有界， 
>=1, 2, 3, 4. 由于 a >0,3； 4 >0, 故由： v 4 + a 有界得知 : yo A 分别有界•又 
由于所以|%|，）=1，2, 3,有界，由此，并由％+义，）=1， 
2, 3,有界知义，;=1, 2, 3, 有界. 这样证明了 y 和 z 各位于一紧集中（细节 
留作一个习题），从而用 （8) 式来定义 a * 心有 意义. 

例 1. 令 Hi a \ x )= H ( x ) e Xx ^^ 9 a > 0 . 

( //r * H^) (x)= r ⑷ 1 颂 £(工 一 yY- x y p - l e xix -^dy 


= T \ a ) TW ) 


(1 — uy—H (令 ： y = 

0 


ux ) 


= … >0 时)， 

由于故易证 

( Hi a) *//^)( x ) = . 


这里还应补证当 t <0 时上述卷积为 0. 这里略去. 
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例 2. 令 G / x ) 


a v 2 tt 


e 


X 


2 /2a 2 


aCr ) 的支集是整个 R 1 ， 但是我 


们仍可计算其卷积 ( G tf * G r )( x ). 事实上 




iQa * G* r ) (j：) 


2naz J 


+ 


^ — /2tr 2 y 2 /2z^ 


dy 




27T(JT 




+ 


e 


x 


2/ ^ X ri { y ?) dy . 


应用配方法，可将上式中的指数化为 


a 2 + t 2 

2 a 2 r 2 丨7 


r 


2 


2 


a 2 + r zX 


X 


2 


2(<r 2 + r 2 ) ， 


所以 


(G a * G r ) (x) 




2 ( XT 7 r 


e 


~x Z /2ia 2 + vh 


产 


+ 


cr ^ r 2 

e ~1^7 


2 


y 


2 


dy • 




再作变换 ^ 


yV + r 2 

ar 


y 


T 2 


X 


2 ozn 


e 


a 2 +z 2 ) 

-x 2 /2ic 2 + rh 


，上式成为 


at 




2 



r 


2 




m 


+ 


2 


e 


u/2 du 


v^O 2 + r 2 ) 


e 


x Z / 2 ia 2 ^^ 


G 


I ( a ， r ) I 


Cr) • 


这个结论在概率论中有重要应用. 

例 3. 考虑7^0) = +^^， a > 0 , 我们有 


( P fl * P 6 ) ( x ) 


ab 

7 T 2 


m 


—oo (x — 3；) 





a 


y 2 + b z 


dy . 


经过计算易得 


(P a * P 6 )(x) = Pa^tbix) • 


习 题 

1. 证明若广义函数 A ， 〜的 支集都在前向光锥中，则 * 心的支集也在前向光锥中. 

2. 计算以下的卷积(: rGR 1 ) 

e~ M , 

2 9 

e~ ax * , 

xe ~^ 2 * xe~ axZ . 

3. 计算[― 1，1] 的特征函数 
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/ O ) = 



I 工 I < 1 ， 
I 工 I > 1 


的 W 次卷积幂 (/* )” = /*/* … */( w 个因子），同时计算 () 并问如何由后者推出 


前者？ 

4. 设 W ， ve ^ r ( R 7) 9 g 9 / iG 这 ^( Rp 而且 W 和芨具有紧支集，于是皆存 
在. 证明： 

1) 可按下式定义这 ^( R =”） 

〈w ® 茗，？<•，•）〉= 〈w(：c) ， < g ( y ) 9 ?<工，30〉〉， V 9 ^ C~(R^ n ) ? 

2) ( w ®^) * 也存在而且 

(w ® g*) * (77 0 A) — (w * v) ® (^ * h) 

特别是 

(w (^) S y ^) * (^) 1^) == U (^) \ y y 

这里心，心及込分别为 R ?， 上的沒函数及 W 上的取常值1的 函数. 若 w 和办有紧支集 
情况又如何？ 

5. 证明平移算子 r A 与卷积乘算子(对任意是可交换的，即 

T k (U * V) = W * T k V . ^ V ^ f , 

进而证明： T h u = dCx — h } * u . 

6. 证明卷积映射是双线性的，而且对 w 和^分别是连续的 • 


§3.物理学中的卷积 


卷积在偏微分方程中的应用将在以后各章中时常 看到. 卷积在概率论中的作用在本 
书中已经不可能涉及了.现在还应指出，卷积在物理学中是极为重要的，下面将以电路为 

例来讨论这种应用. 

电路上各种元件都有三种电学特性，这就是电阻、电感和 电容. 例如理想的电容元件 
是电容器，所以我们可以用电容器来表示电容 c . 同样，我们用线圈来表示电感1，用电 




CM 


3 _ 2 


阻器件来表示电阻兄例如图3 — 2就是一个串联的 


LRC 电路，其上我们还安置了电源， 
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它可以是电池组也可以是交变电源，它给出了电动势.这些参数可以分布在整个线路上. 
这时，例如电 流〗， 电压将是时间£和位置: r 的函数 • 这种系统称为分布系统，它化为偏 
微分方程——传输线 方程； 也可以集中在几个元件上，这时 f 和 T ； 只是£的函数，这称为 

集中系统，它化为常微分 方程. 但是不论何种情况，它服从相同的物理 规律. 在没有外电 
动势(£=0)时，这些规律是 


dq 

dt 


Cv ， 


di 

dt 


+ Ri 


9 为 电荷. 消去 z 和 9 可得 


同样，消去9和 T ； 可得 


尝 + ( f ) 尝 + ( 忐) 


dt 2 ^ \ L ) dt ^ \ LCI 1 


(17) 


(18) 


(19) 


我们假设/和 t ； 当£<0时都为0,而当£=0时，电路得到“启动”而出现了电流和电压 
viO ，故 supp z •⑴， supp v ( t ) d { t ； t ^ O }. 例如，在£=0时给电路一个脉冲电流 f ⑴ 
= SCt ) 9 在线路上产生的 t ; (幻并不只在时非0,而在时都可能不为0:可能振动， 
也可能逐步衰减等等，全由线路的特性而定 • 如果在电路上“经常地”有电流 K /)， 则可以 
认为它是一连串的脉冲.这样，例如在时刻 r 的电流脉冲在时会有电压 响应. 电路 
上的电压就是这些响应的 叠加. 于是我们得到一个算子 A : 


V(t) = Ai (r) , t^T 9 (20) 

这个算子当然是线性算子，但不会是微分 算子. 因为若它是微分算子，则 （20) 两侧 
的£与^应该相同，即微分算子应是“无后效”的.用数学语言 来说： 微分算子有局部性. 
数学上可以证明，有局部性的线性算子也都是微分 算子. 那么，4有什么性质呢？最重要 
的是， A 是“平移不变的” • 确切些说，因为电路的参数不随时间变化，所以不论在何时刻 
r 启动，经过同样时差— r 而到时刻£，效果都是一 样的. 即是说 A 只依赖于 £ — r : 
A = A ( t - r )： 数学上又可以证明，凡平移不变算子都是卷积算子，所以 （20) 式应该是 


v ( t ) = (A * z )0) • 

为了从物理上更清楚地说明它，考虑时刻 r 的单位脉冲电流— r ), 它产生 

的电压响应——不妨称为单位脉冲响应——设为— r ) •但电路上任意电流都可以看作 
是脉冲电流叠加而成 


= z (r) 汐（尤一 r)dr 9 

Jo 

由于算子4是线性的，所以产生的电压也应为 

re 

v ( t ) = i ( z ) A(t — T)dr . (21) 

Jo 

就是说，因为山 ）=( hz ) ⑴，所以 t ； ⑴ = U * Z ) ⑴ • 

回顾以上，我们看到，刻画电路中/与 I ；的关系，既可以使用微分算子如（17)，也可 
以使用卷积算子 （21). 也不妨说，常系数线性微分算子之“逆”时常是卷积 算子. 这在数学 

上有深远后果 • 它预示了卷积算子在解常系数微分方程时将起多么重大的 作用. 不妨说 
基本解的物理原型已经可以从这里看见. 
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第三章卷积 


整个这一节我们并没有严格地证明什么数学定理，也没有系统地讨论过什么物理现 
象. 我们的目的仅在于为以后的一些数学理论提供一个物理的原型. 



第四章傅里叶变换 



急减函数空间 Y 与缓增广义函数 Y ' 


1- 广义函数与傅里叶变换 设 /( X ) 在 R ” 上可积， /( X ) 的傅里叶变换 
定义为 


/ (6) = e~ tx ^f{x)dx . (1) 

J R 71 

这是一个在物理上极为重要的工具.因为若将 /( X ) 看成一个波，众多物理事 
实表明，一个波可以看成平面波的叠加.在 R n 中，平面波可以用来表 
示，$ • z +…+ $ nXn ， ^ e r w 称为频率向量. fix ) 是由强度不同的 

平面波叠加起来的.若相应于频率^的平面波强度为 9(0— 称为波 / Cr ) 
的频谱，则有 

fix) = eKm (2) 

jR n 


问题是已给 /( X ) 后如何求 〆 0. 经典的数学分析证明了在关于 /( X ) 很强的 
条件下 9 <O = (2； r ) i ?(0. 故 a ) 称为对 /Cr) 作频谱分析， （2) 称为频谱综 
合. 如果说 / G ：) 可以用来表达一个物理量，它的频谱也可以用来表达同一个 
物 理量： 它们是同一个物理对象的两种 表象： X 表象和€表象.正因为这样， 
傅里叶变换提供了一种极重要的数学工具.但是在经典分析的框架中， （1) 
是不自然的.因为，为使它收敛，对 / Cr ) 应加上可积性（黎曼或勒贝格可积) 


的条件，即令如此，由 / Cr ) 得出的 /( O 或 〆 O 按经典的数学分析也不一定 
可积. 因此难于用 （2) 由 〆 O 回到 / Cr ). 下面是一个例子.令 


则 



|x| > 1 ， 

I 工 I < 1 ， 


/(O 



2 sin 6 



它在勒贝格意义下是不可积的，而在黎曼意义下非绝对可积 （（1) 按黎曼意义 
理解应要求 / Or ) 绝对可积）.因此， （2) 的处理是很麻烦的.总之，经典分析 
不是讨论傅里叶变换的理想的框架. 
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我们自然会想到，广义函数的基本思想即对偶性在这里会不会起作用? 

有一点要注意，因为现在出现了复数，所以代替前面常用的记号〈/，妗= 

/% 

广 

f{x)<p{x)dx®, 我们有时要用 (/ ，妗=它对/是线性的， 

^ J 

但对 P 却是共轭线 性的： 

(cf , <p) = c(f , <p)j (/ , C<p) = c(f , (p), c 为 复数. 

现在回到 （1)， 取 〆 o e ^( R w ), 将 a ) 双方乘再积分，由交换积 
分次序有 


< /，史> = e - ia ^ fix 、< pi ^) dxd ^= 〈/， q > ) . (3) 

由于有很好的性质， 一 切运算都是合法的.于是仿前面的方法，我们说，若 

有广义函数/与7使对基本空间中的一切％ (3) 皆成立，就说7是/的傅 
里叶变换.但是这里有一个基本空间选取的 问题： 取逆是不行的，因为 

>不再属于逆(见§3)，而取 / G 您'时 (3) 式右方不一定有 意义. 所以应该找一 
个基本空间，使其中的元 P 经傅里叶变换后仍在此空 间中. 然后我们就可以 
重施故伎，通过对偶性把一切困难都转到基本空间上去.我们所需要的空间 
就是^空间. 

2. 急减函数空间^及其上的傅里叶变换 

定义4.1.1. 空间即适合以下条件的 C °°( R n ) 函数 /( x ) 的空 间：对 

任意《 与#， 必有常数存在，使 

sup \ x a D ^ f ( x ) | 卢）. (4) 

R n 

// x ) 在中趋于0即指对任意固定的《，/? 

* 

sup 卜 0 • (5) 

R w 

由定义直接可知，^中之元连同其各阶微商在 oo 处皆以高于任意次多 
项式倒数的阶趋于0,所以 Y 空间也称为 

由定义直接可以看到，取任意多项式数偏微分算子 PO ))， 

都有 

Q ( x ) P ( Z ))7 匚7， 

及 


定义4 - 1. 2. 


P(D)Q(x)5^C=^. 
对？ < x )， 定义其傅里叶变换为 



<p = e^ ix ^^x)dx • 



①今后所作积分，凡不注明积分区域的，皆为在 R ” 的积分. 


§ 1. 急减函数空间 ^ 与缓增广义函数 
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由于？ < x ) 在 OO 处急减，上述积分必然收敛而且可以进行十分灵活的分 
析运算•我 们有： 

定理 4. 1. 3. 设少 7 ,记其傅里叶变换为 F : p 卜$，则$ 6 Y ， 

而且 

F ( DV )(0 = 

八 (7) 

F ( x a ^ p )($) = (— D $ y ^>($). 

证 由于 ( pCx ) 急减，我们可以在积分号下求微商，也可以作分部积分 
而且积分号外之项为0，所以 

^ 广 

e~ ixt$ D a <p(x)dx = [(— D x Ye~ ix ^<p{x)dx 






L ± 

i dx 



( pix^dx 


又因为 X〆-w = — D $ 广' 所以 

广 

e ~ ix ^ x a ( p { x ) dx ^ (— D ^ a e ~ ix ^< p { x)dx 


= (— D^y < p ($) . 

最后， 

\^ a Dl 9>($) \ = L-^DlK- xy<pix)~]dx 

J 

m 

<J I a + |x| 2 r( n+i ) /2 a + |x| 2 ) (w+i)/ 2 d ： [(- xy<p(x)~]\dx 

<C sup I (1 + |x| 2 ) (w+1)/2 D ： [(- x)VU)] < oo . 

R n 

所以卩映少 7 中之元到 Y 中，而且由中趋于0的定义， F : 是连续 

的，这一点留作习题. 


现在已经知道^是连续线性映射，但实际上，它还是一个线性 
同构 • 即是说，逆映射 F - 1 也存在而且也连续，求 p - i 就是反演公式 问题为 
此，先需要讨论一个重要函数——高斯函数 —— 的傅里叶 变换. 这个函数 
震 (2) = fW 2 / 2 的特点是，它的傅里叶变换即其自身(但相差一个常数因 子）. 
引理 4. 1. 4 ^-* x .^-| x | 2 /2 = (2^) w / V ~ l$,Z/2 . (8) 

m 

证 因为 


— ix • 安一 I^IV2 =— y( ^jX) + 
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所以 

e~ ix ^e~^ l/2 dx = 1 幻 2/2 丄丄 e~ ix j +i ^j ) 2 / 2 dx j . 

J )=1 J ~°° 

对积分 e ~^ V 2 ^ dx j 9 应用柯西定理来改变积分路径如图4 — 1，即有 

鬌 — oo 

e~^ x j +i ^j )2 ^dxj = e~ x V 2 dxj = • 

J — OO J — OO 


于是 （8) 得证. 



图 4 一 1 

定理 4.1.5 F : Y — 7有连续的逆映射 F - s 》卜且 

< p ( x ) = (2兀 )— n e ix ^ ( p (^) d ^ . (9) 

证 取上述高斯函数 ^(O = C # /2 有 

f% /• 

<p ⑹ gO x ’ e de = gO x ’ e de 9 >iy)e~ iy ^dy 

J m) m 

= e i$<x ~ y) g ($)^ p ( y ) dyd $ 

^ 广 

= <piy)dy g(^)e~ Uy ~ x>$ d$ 

%} 

产 

A 

= <p(y) g(y — oc)dy 

’A 

= giy)<pi^ + y)dy . 

•i 

用 〆 d )( e >0) 代替 〆 O , 则 2*(30 应改为(见下面的 （12) 式），令 
y = ^ yi 代入上式有 

^ 广八 

= g(yi)<p(^ + ey x )dy x . 

J V 

令 e — 0,即得 

/• 

g(0) (p{^)e ix ^d^ = fix) giyi)dy x = (2 兀) ”?K>) • 

J V 

疇 

这里用到了引理 4. 1. 4 知 2 ( 3 ^) = (2； r ) fe —1〜 2/2 , 又 e ~^ 2 / 2 d yi = (2? r ) n/2 , 
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所以 j 办 i = (2； r )' 因为 〆 0) = 1，于是定理 得证. 在证明过程中多次 

应用了交换积分次序以及积分号下取极限，由于 cp ^ cp 都是急减函数， 
这些运算都是合法的 • 这可由读者用数学分析中的定理证明. 

下面讨论傅里叶变换的性质，有一些明显的性质作为习题. 

1) 傅里叶变换与 反射： 

F I 9 F{ )(f) = e~ ix ^q>{— x)dx — {2tzYF~ 1 {(p) . (10) 

2) 傅里叶变换与 平移： 

F •• T h <p\-^ FCr h <p)($) = e~ lx ^(pix — h)dx = e^ ih ' e F((p)($) . (11) 

3) 傅里叶变换与相似 变换： 

F•• cpicx) \-^F(<p(c •))( 彡） 

= e— tx 々 <p{cx、dx 

= k |- w F(^)|yj . (12) 

其中 -))(0 表示先将 p 之自变量乘以 e 再作傅里叶变换，即 

F(jp(c •))($)= e~ tX9$ <p(cx)dx . 

4) 傅里叶变换与非奇异线性 变换： 设 A: R” —R n 是非奇异线性变换， 
则由 ： y = Ar 及 x = A _1 ： y 有 

F•• ^p(Ax) \-^F{(piA .))(0 = e~ tx ^cp(^Ax)dx 

疇 

=e~ i(A ly>$ <p(y)dx (y = Ax) 

9d 

=|det A I ~ l e~ i<yt A ~ 1$> <p{y)dy 

% 

= F{<p)QA- 1 ^) • |detA|—\ (13) 

这里我们用到了线性代数中关于内积记号及双线性形式的一个 公式： 若线性 
变换5的表示矩阵为(~)，则 

n 

(By) • $ ^ b^y^j 

ifj=l 

n n 

= 2 = (y ， l B 尽 ） • 

i^i y=i 

5) 傅里叶变换与微分 运算： 傅里叶变换把微分运算变成为乘运算，它 
也把乘法运算变成为微分运算，即对/ 6 ^及任意重指标( X 有 
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F ( D a f ) ce ) = ^/(o ， 



(14) 


卩 Cx a /0 r))(O = ( - . 

最后我们来讨论傅里叶变换与卷积的关系.^类的函数虽然不一定有 
紧支集，但因它们在 oo 处是急减的，所以对于 /， g e 积分 


(/ * = f(y)g(jo — y)dy 


仍存在，而且可以在积分号下取任意多次 微商： 

3\f * = O a f) * g* = /* (d a g). 

不但如此， /*# 仍在 ^ 中.这一点由下面定理立即 可知. 

定理 4.1.6 若/，茗 e 义，则 /* 发 e 夕 7 而且 

(/* 畧 ） A = /(^) • g (^) . (15) 

证 （/* g ) A ( f ) 其实是一个逐次积分 

e~ ix ^dx^f{y > )g{x — y)dy . 

因为/， g 都急减，所以另一个逐次积分 JV (: V )办 — 3^—^办是存在 
的. 因此，由数学分析中的定理，这两个逐次积分 相等： 


(/ * g*) ^ (O =^fiy)dy^g{x — y)e~ ix ^dx 

= jf(y)dyjg(x — y)e~ Ux ~ y ^ e e~ iy ^dx 
= ^ iy ^ f {y)dy^g{t)e~ u ^dt (t = x — y) 


= 7 O g (^). 

因为两个 5^ 函数之积仍为^函数，所以又因为傅里叶变换 
是由 y 到 y 的线性同构 ， e ^定理得证. 

下面我们证明重要的帕塞瓦尔 (Parseval) 等式.这是一个对偶性的关系 

式，它是定义广义函数的傅里叶变换的基础，因此是极为重要的. 

定理 4. 1.7 若/，发6夕％贝》】 

< / ， g ) = ( S ， g ) ， (16) 

(/，《）= (2 tt )- w (/ 9 } ) . (17) 


证 


将绝对收敛的二重积分化为逐次积分有 . 



r% 

f (^)g(jo)e~ iX ^dxd$= gix)dx 


e 










•/ 


f ^) d $ 


t% 


g(^x)e~ ix ^dx 






后两个式子即为 〈*? , g ) mf , g >. 



同样 
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{2n)~ n {f , g )= ( 2 tt )— ” f( x ) g ($)e~ ix ^dxd$ 

, r - - 

= f{x)dx • (27t)~ n g 

w - 7« - 

= f(x)dx ( 2 疋 )— ” g ($)e ij: ， e d$ =(/，《）• 

J J 

3. 缓增广义函数及其傅里叶变换 

定义 4.1.8 少 7 空间上的连续线性泛函称为缓增广义函数，其集记为 

这里 w 6 W 的连续性可以理 解为： 若灼 — 0( 于7中），则汉(巧 ）— 0. 

它的必要充分条件是：存在非负整数々， m 以及常数使对一切5^ 
有 

|w(9) I XI sup|x a af^l . (18) 

我们不在这里证明它了. 

，者’ 广义函数的关系如何？先来看夕％您，#的关系如何•作 
为函数集合，显然有 

纫匚少 7 匚#. 

然而还不止于此.例如设灼 — 0( 于纫中），则一切灼有共同紧支集，在其外 
一切灼三 0. 而且对任意 A 朽在 R ” 上一致趋于 0. 再给任意 a， 也易见 
工 a 3f 巧在 R” 上一致趋于 O . 这就是说灼 — 0( 于少 7 中）. 所以对灼6逆，不但 

有灼 e 少％而且给出了一个连续的嵌入算子/:/灼=妗，但左方的灼认为是 
级中之元，右方的灼认为是少 7 中之元 • 当左方的灼 — 0( 于谬中）时， l < pj ^ 
0( 于 Y 中），所以说嵌入算子 /•• 您―少 7 是连 续的. 同样可以证明嵌入算子 

也是连 续的. 于是把上述包含关系和嵌入算子的连续性综合在一 

起，记作 

纫二7[^. ( 19 ) 

现在来看广义 函数.显然# '之一切元都是 y 之元， y 之一切元都 
是这^之元，这是 （19) 式的直接推论 • 例如设《 e \ < Pje 您，则因逆 c = 
所以灼6少 7 ,而 u (< Pj ) 有意义且是线性泛函•若妁 — 0( 于您中），则由 
(19) 式也有巧 — 0( 于7中），从而 M (巧) — 0. 这就是说 M 作为逆上的线性 
泛函也是的连续的，所以 • 亦即 Vci 您，. 同理# ' d 逆， • 此外， 
若〜6 而且〜 — 0( 于5^中），则对任意9 6少％ Uj (( p )^0. 但因逆匚 
5^，所以对任意 p 6逆也有 w / f ) — 0,即是 —0( 于您 ， 中）. 这就是说，嵌 
入映射 /•• y CI 逆'也是连续的 • 用这样的方法我们证 明了： 
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_____ _ ___ 

定理 4.1. 9 下面的嵌入成立. 

屢，9^， 〔_^ 您 f • (20) 

由这个定理即知我们前面得到的有关逆'之元的性质（如微商、线性变 
换）皆可移用 于此. 但是有一个重要的说明即关于乘子运算 • 前面说过，任意 
a ( x ) 6 C °° 皆是逆'乘子 • 所以对 w 6 ati 仍有意义， 但一般说来⑽6 
您， 而不一定在 y 中，所以 a 不一定是夕 7 ' 乘子. 但是，下面的函数类是 

y 乘子. 

令 a (: r ) € C °°( R M ) 有以下 性质： 对任一重指标《，必有 c ( a ) > 0以及整 
数 iVO ) 使 

\ D a a ( x )\ < cO)(l + |工| 2 )’， （21) 

则对任一 y 仍有邺6夕 7 . 所以若 u e y ，用 

(au ^ < p ) — {u ^ a ( p ) , V ^ 6 

来定义⑽，易见⑽ GW . 所以这种 a 是乘子 • 这种“称为篆隻邑^，其 
集记作可以证明，只有之元才能是夕 7 A 乘子. 不但如此，我们还可 
以证明， u ^：5^ '的充分必要条件就是它可以写为 w = ’[(l + \x | 2 ) m /2 /( x )3 ? 
/ Or ) 是有界连续函数.所以在一定意义上可以说《本身也是“缓增”的 • 缓增 
广义函数的名称来源就在于此.所以例如^4就不可能是少^广义函数•这 

件事在第七章中要用到，但我们不能证明它了 • 

现在来讨论夕〃的傅里叶变换 • 它的基础是帕塞瓦尔 等式： 对/，約 G 

必有 

(f > 9 ^) = 9 ^Pj ) - 

现在若 / ey ，则上式左方暂时没有意义，但因为当妁时 ha ， 所 

以上式右边有 意义. 而且当(于5^中）时，易见&在5^中趋于0,所以 

</ ， ^ >— 0,即是说上式右边是夕 7 上的连续泛函 • 它是线性泛函则是自然 
的. 所以我们可以利用这一点来给出 

定义 4. 1.10 若则对任意〈/ ， $ >定义了 一个少^之 

元，记作 >并称它为/的傅里叶变换 • 即有 

〈/，妗=〈/，$〉， y <pe ( 22 ) 

若仍记傅里叶变换为可证这时 F 也是线性同构 • 这里只 
证明 F - 1 的存在 • 为此任给一个貧6^，如能证明必有一个/6少^使 

(g ^ < p ) = (f 9 9人 ，V 9 6 5^> 

则发=义=7^/，而/=，—/的存在是清 楚的. 这是因为夕 7 —夕 7 是线 
性同构，所以当炉遍取夕 7 中一切元时， F < p = ^ 也遍取少 7 中一 切元. 这样 
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〈震，勿也是 p 的泛函 • 很容易证明它 也是& 的线性连续泛函，记之为/， 
则有'而且使得上式成立 • 

前面讲的关于5^函数的傅里叶变换的性质，对 y 广义函数都成立（读 
者可自己证明）. 

下面我们来举一些 y 的傅里叶变换的例子 • 它们在物理上都很有用， 
而且实际上物理学家早就在使用它们了 • 成为“用不正确的方法得到正确结 

果”的突出例子.现在我们看到，在广义函数框架下，它们都是十分自然的结 
果. 在介绍这些结果之前我们先需要 
定理 4.1. 11 若 g e ^ '匚5^，则 

= igix ) , e ~ ix ^) . (23) 

并且，它是一个满足估计式 （21) 的缓增函数. 

证 因发6 ' ，则发 * 只6 Cf ( R ”） ，这里只是磨光核，且菸— 

震（于<^中 ）（ 当 e — 0 时）. 从而由知发*只— 〆 于夕”中），于 
是 * 只）—(于5^ ' 中），而 

F(g * 9^)(^) = e~ ia: ^{g ^ < p e ){ x)dx , 

% 

且 supp(g * 兴）匚 supp 《 + supp 佟匚 SU pp 《 +氏（取 e < 1). 由引理 3. 1. 4, 

则有 

* 

Fig * ^)(0 = ( g ( y ) , < p ^ — y )) e ~ ix ^ dx 

* 

= ( g ( y ) J 9^ — y ) e- ix . e dx ). 

m 

当彡在任意一紧集尺上时，由定理 2.2.4 知只 (X — ： y >— 〜心 — M 于 
@( R ;) 中（关于$—致地），这便得到，当 e —0 时 

Fig^r ^ ( g ( y ) 9 e~ iy ^) y 

关于 $ ^ K 一致地 成立. 于是 

F ( g )($) = 〈《00， e ~ iym$ ) y . 

所以，再由引理 3. 1.2 便知 € C °°( R n ), 并且，对任一重指标《，有 

D a g ($) = ( g ( y ) , (— y ) a e ~ iy ^) y . 

由发6#'，应用第二章§5估计式（49)，于是 可得： 存在常数 c ， 整数 
以及紧集尺，有 

S (^) I ^ c sup | dyC — y ^) a e ~ ty ^ 

|/3 |<m y^ K 

< c SU P 2 ^ K - y ) a ~~( — O 〜 e— iy . e 

\^\<m = 
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<c(K ， m，cO 2 (1 + 1 钭 ，1 < 办 ，《)(1 + I^D m . 

此即表明 i ( e ) 满足 （21) 式，所以它是一个缓增函数 • 

例 1. ,因此由上面的定理 

5(0 = ( S ( x ) , e ~ ix ^) = 1 . 

也因此， F ^ a ) = dax ) 9 这就是许多物理书中的公式 

(2兀 ）— n e ix ^ d $ = d ( x ) 

的含义. 

例 2. 16夕这是显然的，所以由定义 

疇 广 

< 1 ，妗 = 〈1 ， 9 ) = f(0 {2nY{2n)- n e i0 ^9>($) 

J •/ 

= (27 ty < p ( o ) = {27 t ) n {8 ， < p ) ， f e . 

因此 

1 = (2 丌) ”》( x ) • 

例 3. 求 pv 丄傅里叶 变换. pv 丄 e 7，，因为对于 9 e 夕% 

X X 

PV 是有意义的•令 

J 0 C 

/⑺ = F(PV 丄 1(0 ， 

\ ^ 

由傅里叶变换的微分性质， 

D,/co = Fr (-^> fpv —) . 

L 1 /」 

但是 x ( pv —) = 1 ，因为对 ( p ( x ) e < x ( pv -| , cpix ))= 

^ x 

limf °^^-dx = \< p ( x)dx = <1 ，的，所以 

e—oj \ x \^£ 工 J 

ZVXO = F (- 1) =- 2 喊 O • 

然而 MO = +[ sgnf + c ]\ 所以 

/(^) = — tTtsgn ^ + c , c 是待定常数 • 

注意到 pvl 是奇广义函数，它的傅里叶变换也是（这一点留作习 题）. 但只 

X 

有当 e = 0时上式右方才是奇广义函数，所以 

F PV — = — Tr/sgn 彡 • 

工 } 

例 4. S ( x 9 t ) 的关于 2 的部分傅里叶变换是 

(d(x 9 t) 9 e~ ix ^) x = 8(t). 
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事实上，可正则化： d ( x ，0 * 菸6 C °°( R” +1 )， 其中 d ( x 9 t ) * % — 
谷 Cr，£) 于级 '（R” +1 ) 中，再关于 x 作部分傅里叶变换 * 兴， e ~ ix ^) 6 
C°°(RO, 对任意 6 cr(R)， 有 

(( S ( xjt ) * < p £ , e ~ ix ^) , ( pit )) 

= ( S ( x 9 t ) * < p £ , e ~ x ^ cp { t )) 

—〈占 0，f) ， e ~ ix ^< p ( t )) 

= 9 ⑹ = 〈谷 (0 ， 9(0) (当 e — 0)， 

而 

<( d ( x 9 t ) * cp „ e ~ x ^) ， < p (0) — (( d ( x ， t ) ， e 一、 , ( pit )), 

即有 

( S ( x 9 t ) , e - ix S x = d ( t ) . 

和第三章一样，我们可以用那里的 （1) 或 （8) 式定义 y 广义函数与夕 7 
函数的卷积，由定理 3. 1.3 知它是 C°° 的，并且属于 y. 事实上，若 
^ ^ g j 则可定义/6 5^ '如下： 

( f^g , 9) A ( f ( x ) , ( g ( y ) 9 < p{ x + y ))) , V 7 ， 

这是因为〈客 00 ， PCr+ 30> 6 y(R〗）（ 读者可自己证 明）. 于是关于它们卷 
积的傅里叶变换我们有如下定理 ： 

定理 4. 1. 12 若/ 6 g 6少 7 ，则 /*g 6 5^’，其傅里叶变换有 

F ^ g^) = F (/^) • F (^) . 

证 首先设 ， g & y ， 对任意必 e y， 则 

( F(f * g*) ^ ( p ) =〈/*《， F ( ip )) 

= 〈 /Cr) ， 〈《 ( ： y) ， F(0)Cr + 3 ；)〉〉 

=〈/，（《* iF ( p ) ) v > 

= ( F ~ 1 F ( f ) , (g * (F0) ^ )▽ > ， 

注意到 （10)， F~ l {u ) = (2^0—”F(w)， 则 


(F(f^g) , 0) = <F(/) ， (27t)~ n F(g^ (F0) v )> • 
再由定理 4.1.6, 有 


所以 


(F(f ^ g) 9 <p)= 〈 F(/) ， F(g)(27r)~ n F((Fip)^ )> 

=<F(g) • F(f) , ip) 9 


F(f^g) = F(f)F(g). 

其实，上述结论对两个 y 广义函数（其中有一个具紧支集）也是成立 


的. 
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定理 4.1.13 若/， g 6义 7 ' ， 至少有一个有紧支集，则其卷积属于 

y ，且其傅里叶变换有. 

F ( f * g ) = F (/) - F { g ) . (24) 

证 假设对任意由上面定理知 = 

F { g ) • F _， 而由定理 4. 1.11 知 P (震）6<^是一缓增函数，因而是 y 乘 
子，由 Y ， MFig ^ iP ) e 因而于是可进行与上述定 
理类似的论证 过程. 在论证过程中只不过把“由定理 4. L 6” 改为“由上述结 
论' 便可获得定理证明 • 


习 题 

1. 证明厂’是 Y 函数. 

2•设 CS°(R”） 适合0<«<1，其支集在|工| <1中而且 a(o) = 1•又设 e R” 
适合 | a +1 I > 2 + \ Xj\y 定义 

y ( ^ _ V aix ~ Xj) 

一白 （1 + I 工 )l 2 )) • 

证明： 

(1) supp aix — Xj ) , ) = 1， 2，…，互不相交，因此任意一点尤只是属于至多一项的 

支集，从而上述级数收敛，而且 yu) e c°°. 

(2) 对任意一点工必有一个 j 使 

(1 + I 工 IW70) = (1 + \x\ 2 ) N 3 p aix - Xj)/(1 + \xj\ 2 V. 

(3) 将 （1+ |x」 2 v 写为 （1+ \ xj\ 2 ra + |x>i 2 v -N ，则有 

a + \ xn N /a + bi 2 ) N <c ， c 与）无关 • 

由此证明 nx ) e 

3. 设 P(f), Q(f) 皆为常系数多项式，证明以下各个命题等价： 

(1) ?<x) e 5^; 

(2) 对 任意尸 (f)，Q(f), PU)Q(D)?>e 5^5 

(3) 对任意 P(f), Q(f), Q(D)[P( x )9< x )] e 5^. 

4. 对于 pu) e 夕 7 证明其傅里叶变换有以下 性质： 

(1) F(?>)( - f) = F( ?> )(0 = i 2 nYF - l i < p ) i ^ ； 

(2) r A (F(^))(f) = ^ = F(e (< - A> ?>)(f )； 

(3) 9 (cf) = \c\ ^( ~) ) ^^ 5 

(4) D?F(^)(f) = Fa - 工 )0(f) ， 

5. 完成下列对高斯函数 e _’ 12 的傅里叶变换公式的另一证明. 


2. 勒贝格空间的傅里叶变换 
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(1) 令 c(o 




.2 


/2 


iX 々 dx ， 证明可以在积分号下对 f 求微商任意多次，由此得知 


C ( f ) 满足常微分方程 


0($) 


fC ( f ) ； 


(2) 求 C (0)， 再求 C (0. 


ci 一 1 

6 - 令/(工）= a >0 9 a > 0,求 / U ) 的傅里叶变换 


一 ux — ix*$ 


一 1 


v 


尸⑷ 


dx 


[提 示： 作变换 




分] • 


(a + / Ox ， 将积分化为复平面上的半射线 （0 ，（a + / f ) oo ) 上积 


7. 多项式 p ( x ) = 2^" e 7，，求它的傅里叶 变换. 

4 = 0 

8 - 已知 Wcz 级'，利用级在 y 中的稠密性证明：若 / ey 嵌人在级'中成为 
0元，则在 y 中也有/= 0,即是说嵌人映射是单射. 

9. 证明夕〃广义函数是有限阶的. 


§2. 勒贝格空间的傅里叶变换 


1 - u 函数的傅里叶变换在历史上首先是研究了勒贝格可积函数的傅里叶变换, 

虽然因为这不是一个很好的框架因而许多定理的叙述不甚自然，但其中有许多有意义的 

很具体的结果，是古典分析中重要的部分 • 现在我们将从5^,广义函数的傅里叶变换的 

角度来讨论它.在本节中我们假定读者已熟悉了勒贝格积分的基本理论，缺少这个准备 
的读者可略过本节. 


我们之所以能从夕〃广义函数的角度来讨论勒贝格可积函数的傅立叶变换是因为它 
们是广义函数的特例. 


定理 4. 2. 1 L p ( R w ) , 1 ^ ^ oo ,函数都可嵌入在 y ' 空 间中. 

证 设/ e z /( r ”）， 任取 pe 夕". 

当1 <声 < 00 时，用赫德尔 ( Hdder ) 不等式有 


fOc)<jp(x)dx 








|/( x )|^ x ) 


1/P 




|p(x) \ q d. 


i /« 



1，从而左方的积分存在 • 今证它是 y 上的连续泛函（线性自明），这是因为 




\<p(x) \ q d 


1/9 


r 


1 


(1 + | 工| 2 )叫 I (1 + I 工 l 2 ) n fO) | q dx 


i/q 


<sup 丨 （1 

R w 



k| 2 )X«r) I 




dx 


(1 + \x\ 2 ) 


1/9 


/ 


csup I (i + \jo\ z y<p(x') \ , 

R w 


从而 
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1〈/，沪〉 I 








^c\\f\\ L p sup I (1 

R n 



\ jo \ 2 ) n f ( jo ) 


奉 


当/ > 


= oo 


时，则有 


|〈/ ， pO )> I 


w 


f\x 、 <p(x、dx 


< ess sup |/1 1^(^：) \ d 




^ess sup \f\ sup I (1 + \jc\ 2 ) n f(x) I 

R n 


w 


dx 


(1 + I 工 | 2 ) n • 


〈/ > 9 ) = 
定理得证. 


当夕 =1 的情况 • 利用勒贝格控制收敛定理即可证明 Pciy . 总之， /6 Z / 时，按 
/(» (: c ) 心定义了一个夕〃广义函数.所以 Z /( R ”） 函数都是义'广义函数 • 


八 


下面讨论厶 HR ”） 的情况 • 因为/€乙 1 是夕〃广义函数，它的傅里叶变换/ G f 


应定义如下 


八 


八 


产 


〈/，炉>=〈/， P 




/(?) 


e ~ tx ^< p ^ x ) dxd ^ 






沪 (工） 


[ f (^ e ~ ixm $ d$dx , 




f e y ， 


所以 


八 


/(O 




f (x)e~ tx ' e dx . 


(25) 


这就是说， L 1 函数的 Y '意义下的傅里叶变换与其古典意义下的傅立叶变换是一致的 • 


八 


傅里叶变换 f : — y 是一个同构，但对 /( f ) 不一定可积，这一点 


上节中已有例子说明 • /6 L 1 的傅里叶变换有下面性质 


八 


定理 4.2.2 若/(工）€//(『），則 /( f ) 连续，而且当 Ifl 
证对任意 e >0, 必有 iV = iV ( e ) 存在使 


时， /( f )—0. 




\^\>N 


\f(x) \dx < e/4 - 


/s 


/N 


fC^ + h)- /(Ol < 




— ix * (6+ A 〉 


\^\>N 


e~ tx ^ 


iX ^ I \f{x)\d. 





| x|<N 


e 


k 




— ix*^ 




♦ 


4 







\e~ ixm 




e ~ ix ^ I |/( x ) • 


但是，由中值公式 


k 


— ix *(€+ h ) 


e 


— tx*$ 


•芒 I tx*A 一 *x*0 


^ \ e~ ixm$k i 一 ix m h) \ ^ N • \h\ 


(0<$< 1) ， 


所以只要 | A | < e /2 iv ( J |/ U )^) \ 即有 


ys 


八 


e 


f ($ + h) - /(Ol <-7r + N\h\ 






|/(x) < e . 


为证定理后一部分仍用上法有 


八 


/(OI < 






1/⑴丨心+ 






K 工） 
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<4 + e-^f(x)dx • 

4 J |x|<N 

在估计后一积分时，用阶梯函数去逼近 / U ). 所谓阶梯函数作法如 下：将 | x | 分为 
有限多个互不相交的长方体&，•••，尽 之并； (kl < JV } E i nE j = 0( i ^ j \ 


作瓦 的特征函数 h ( X ) 


XeX ^ o ) 


0 , 


^ 6 £,； 
jo ^ E“ 


k 


所谓阶梯函数即形如的函数.它们在 LUR ”） 中稠密，所以可以找到一个阶梯 


r = l 


k 


函数 / eU ) = 2八；^⑴使11/ — /,|Ul < j , 这样后一积分可以估计如下 


k 




^dx 


< 4" + 2 Ai 


^dx 


參 


但后一部分当 i?i 


—► oo 


时可以任意小，所以定理得证. 


定理的后一部分称为黎曼一勒贝格引理. 

若记在 oo 处为0的连续函数空间为 CJir )， 则我们证明了 LUR ”）— Oo ( R ”）， 但 

是并非任意 ^^( R ”） 函数都是某个 LKR ”） 的傅里叶变换，所以 LHR ”） 中的傅里叶逆变换 
定理需要有一些修正. 


定理 4. 2. 3. 若 /( x ) 及 /( f ) 同属于 Lum 则有 


/⑴= (27 r )-4^/(0^. 


(26) 


证^ ' 中的傅里叶逆变换仍可用对偶性来定义.事实上，因为 f 是 


的同构， 所以在 < f ， 


</ ，妗， pev ，/ e〆 ， 中，/ 而 


f = F ~ l g , < P = F ~ 1 ^ 代人上式即有〈/^一 1 发， iP ) = { g ， F ~ l ip ). 但因 从而 


(F 一 V) (x)= (2 兀 ) 


必，又因为已设茗=/ 6 L 1 ， 所以 


{ F ~ l g ，必>=〈芨， F 一 1 屮) 




g ( x)dx • (2^ r ) 


V (彡)必 


0(0必 •（2 冗) 


e g ( x)d 


» 

〈（2 兀 ) _ ” e ix ^ g { x)dx , 0(0〉 • 

% 


因此得到 


fix ') = ( F ~ l g )( x ) = (2 兀) 


4 f (⑽. 


§1. 中关于 Y '傅里叶变换的性质皆可移到 Lnm 上来.但是因为在 POT ) 中讨论 

傅里叶变换时，时常需要设 / GLKRO , 所以§ 1. 中的定理都需要作某些修正，特别要 
注意的是微分运算问題. 

定理 4. 2. 4. 若/(工）及 〆 / Or ), | a |< m , 皆属于 Z ^ R ”）， 則（工 fl /0 r )) ^存在而且 
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( x a f ( x )) 


八 


八 


(~DYf ；若 /( x ) 及 ZT / Cx ), 皆属于 LUR ”）， MCD a f ) "(O 


八 


ef . 


证明只不过是分部积分而已. 

但是在 L 1 框架中卷积运算却变得很简单.这是因为我们有著名的豪斯多夫一杨 
( Hausdorff-Young ) 不等式 • 


定理 4. 2. 5. 若/，茗 GLUm ， 则 


h ( x ) 


f ( Og(x — i)dt 


产 


gif)fix — t)dt 


对几乎一切 X 存在， h { x ) e LYR ”）， 而且 


Why < m • ikiui 


(27) 


证 由富比尼 （ Fubini ) 定理，因为 


dt 


\f(Og(x — 0 \dt 


r 


r 


\f(0 \dt • \g(x) \dx 


有意义，故另一个逐次积分 px[|/(OgCr — 0|心也有 意义. 但这就是说 AU ) 对几乎所 


有工有意义， hCx ) e p ( r ”）， 而且 


ll * IU i== 








|A(z) \dx ^ 




dx 


\f{t)g{x — 0 \dt 




/• 


dt 




\f(t)g(x — o \dx = Wf\\ L i \\g\\ t i 


(27) 就称为豪斯多夫一杨不等式 


定理 4.2.6. 若/，君 € LUR ”）， 則 f^ge LUR ”）， 且 


(/*茗) 


八 


八 


/ 


八 


• g - 


证 利用富比尼定理 


(/关君） A O 




e ~ i ^{ f ^ g)dx 




e 


— ix *$ 


•i 


f(Og(x — i)dtdx 




e^fiOdt 


广 


e 




g(x 一 t)dx 


= /(?)• J (O . 

2. L 2 函数的傅里叶变换 L 2 ( R n ) 也含于夕^中，但它同时又是一个希尔伯特 

( Hilbert ) 空间. 现在我们想在希尔伯特空间框架里讨论傅里叶 变换. 又因为?' ( O —般 
取复值，所以要用复希尔伯特空间 L 2 ( R ”）， 其中的内积定义为 

(/ ， 茗） = { x ) gix)dx . 

R ” 上的 P 函数不同于有界域打上的 L 2 函数： 它们一般地不属于 Z ^ R ”）， 所以不能 
用 （25) 式来定义其傅里叶变换.但由帕塞瓦尔关系式 

(/, 茗）=(2兀 )-”（？，2 )， /,发 ey , 

如果在叱中用测度在 R ? 中用测度 戒= i 2 nn 令/=发，则上式形式地可写 
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成 

ll/IIL = II / 11^- (28) 

现设 / er 2 , 因为 y 在 z / 中稠密，所以可以选一串使 || 力 一/ Ik — o . 这时 }j m 
在 y 中而对一切史€夕"有 

(/ >» 9 > = < f jf ?) . (29) 

但由 （28) 式（这时因而 （28) 右方确为 L 2 ( R ?) 范数）可知，这时也必在 L 2 ( R ?) 

中有一极限 〆 OGL 2 ( R ?), 而且 II 在 （29) 中取极限有 


(f 9 〉 = 〈发， p 〉 ， 

因此 • 这就是说 L 2 ( R ”） 函数作为之元，其傅里叶变 换?* 仍在 Z /( R ?) 中，而 
且 （28) 式告诉我们，其范数不变.这样，我们证明了 F : L 2 ( R ”)— L 2 ( R ”) 是一个等距变换 
(即保持范数不变从而也保持内积不变的变换）.再看其逆变换.仿照上面的作法，我们也 
可以利用关系式 

{F~ l g ，屮） = (g ， F-D ， ge ipe 5^ 

将 i ^ 1 拓展为 i ^ 1 : L 2 ( R ”)— L 2 ( R ”）. 因此，若将中的傅里叶变换限制到 Z /( R n ) 上， 
它不仅是等距的，而且是一对一的. 一 个希尔伯特空间上的一对一的等距变换称为其上 
的酉变换.傅里叶变换是 L 2 ( R ”） 上的酉变换这一事实有重要的物理意义，特别是在量子 
力学中极其重要. 

我们希望给 L 2 ( R ”） 上的傅里叶变换以更具体的形式，设/<^)€厶 2 (11”），作 
的特征函数 ACr ): 



|工| ， 

\ x\>N . 


则而且当 n — 00 时， \\ f N - f \\^ o . 因此，由傅里叶变换的等 


距性也有 

II / jv — / — 0 . (30) 


但 / jvGPOr ), 所以它的傅里叶变换可用 （25) 式 表示: 


/ JV (f) = e~ ixt$ XN(X)f (x)dx = f e~ ix ^fix)dx . 

J J ki<N 

(30) 表示？'是 h 在 L 2 ( R ”） 中的极限即平均收敛的极限，所以 

/ (O = 1. i. m. [ e~ ix '^f ix)dx 

JV-^OO J |x|^JV 

(“l.i.m.” 即平均收敛极限之意）.这个极限时常也写成 /Cr)rfx ， 所以 / eL 2 ( R ”） 的 

« 

傅里叶变换也常用 （25) 表示，只不过这时它并不表示一个勒贝格积分，而表示一个勒贝 
格积分的平均收敛极限，即应理解为下面的 （31) 式. 

概括以上的结果，我们有 

定理 4. 2.7. 若 /€ L 2 ( R ”）， 則作为广义函数，其傅里叶变换}' ( f ) 仍属于 L 2 
( R w ), 而且 
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/ (O = 1. i. m. e~ ix ^f{x^)dx . (31) 

N-^oo J 

Fz L 2 ( R ”)— L 2 ( R fl ) 是一个酉变换，即有 

ll/IU = II ? IU . 

F 既然在希尔伯特空间保持范数不变当然也保持内积不变，因为 

(f ,g) = ^L\\f + g \\ 2 + i\\f + i g r - ii/ - ^ii 2 - i\\f - ig\n , 

因此又有 

定理 4. 2. 8. (普兰舍利 （Plancherel ) 定 理）. 对/,发 € L 2 ( R ”） 有 

八八 

(/ ， g^dx = ( / ， g ) 我 . (32) 


习 题 

1•设 /(^) gl ' cr 1 *), 证明 存在，而且（工/) = 

一 A /( O . 

[提亦：先证明 /(f+〜)) 一 /($)]=卩 fix )- ^ —- - 这里 ^产 （0, … ， 1, 

0)(1 是第 i 个分量） •] 

2. 设 /(dez^ir), D ^ fdx ^ evcRn , 证明 o^/u)) 

3. 令 /(deLUR), & (I)= # f e—’f (O^, ^6R- 

J -R 

(i) 应用富比尼定理证明 




第五章 偏微分方程一般理论 


§ 1. 柯西一柯瓦列夫斯卡 碰定理 


1. 定理的简化上面我们建立了研究偏微分方程的数学工具.那么，偏 
微分方程最基本的问题是什么呢？和常微分方程一样，解的存在性和唯一性 
是基本问题之一.常微分方程理论的基本的定理是其柯西问题解的存在定 

理 ••若 

= /( 工，: y ) ， (1) 


y(x 0 ) = y 09 ( 2 ) 

/( x ，： y ) 在 （ A ，％) 附近连续，则必有解存在.若再加上一些条件，例如 
/( x ，30 在 （ A ，％) 附近对^适合利普西茨条件，则还有解的唯 一性. 对偏微 
分方程人们也考虑了类似的柯西问题. 例如： 

~^ r t = 9 d a x d J t U s j *^) \ a \ j < k s , 9 (3) 


d{Ui(X ， t 0 ) = 


(4) 


19 世纪中叶，柯西在 G 和以均为其变元的解析函数的条件下，证明了其解 
析解的存在性和唯一性，即有如下著名的柯西一柯瓦列夫斯卡娅 （ Cauchy - 
Kowalevski ) ① 定理： 

定理 5.1. 1. 若 gjiix ) 在 x ° 的某邻域内解析 (/ = 1，…， N •， j = ()，•••， 

一 1)，在（: rV 。; …， a % z ( x °)， …）的某个邻域内解析（|«| + j < k n 
j < kd ， 则柯西问题 (3)(4) 在(工°山）的某个邻域内存在唯一解析解. 

为了证明定理 5. 1.1，可把柯西问題 （3)(4) 化为一阶拟线性方程组.作向量1%其分 
量记为(乂，,)，其中0< M + j < k l 9 且令 = 则有 


定理 5.1. 2. 柯西问题 （3)(4) 等价于某个一阶拟线性方程组的柯西 问題: 

n 

^d t Y= ^Aj{x 9 t f Y)d x Y + Bdx 9 t,Y) , 
j 7==1 


(5) 


① 0 瓦列夫斯卡 _ 是俄罗斯女数学家，按俄罗斯姓氏的习惯，她的姓名的英文习惯拼法可以是 

Kowalevski ， Kowalewski ， Kowalevskaja 甚至是 Kowalevska. 
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证若 a 是非零重指 标，〗 表示 使巧关 0中最小的数，表示第纟个分量为1，其余分 
量为零的重指标，则乂，, = ag / 叫满足一阶方 程组： 


f 3 t yL = yij 


J+l 


|«| + j < k t 


或 yL，j = d^yi 


y+i 


I a I > 0 ， \a\ + j = k n 


< 


4 y 0 , 


k 


d Gi 
~dt 


N 



s s 

s=l |a|+7 <* 5 


d Gi 


乂 


7+1 


( 6 ) 


N 



y ] x ) 


V 


1 \o\+j=k.j<k 


3 y s a fj 


1 ，…， N ， 


s 


及初始条件 


乂 ) O 山） =y 


j < k n 


34，~( 工， Z 。） = ( 工， ’o; ， a ( 工）， ••• ） 

( \a\ + j <k s ，j <k s y 5 < iV ； / = 1 ，…， AO ， 


(7) 




(6)(7) 即为形状如 （5) 柯西问题，而少 Cr ) 即由 （7) 之右方构成的列向量 • 显然，若（〜，•• 
u N ) 为 （3) (4) 的解，则: yi ， 7 = ayb / 满足 （6) 及 （7). 反之，若乂 7 满足 （6) 及 （7) ，则令〜= 

必,。，我们证明它满足 （3)(4). 事实上，由 （6) 第一式可得，对于|«| +〗+ )< 心有 

y l a,j-\-t = 以乂，,， （ 8) 

则由 （7) 之第一式当 a = 0时，有 ( a / y o , o )|^ 0 =gjM ( j < kt ), 即满足初 

始条件 （4). 


下面，我们证明 


y l a f j = 3 x . y l a 


/. 


(a ^ 0) 


(9) 


因由初始条件 （7) 第一式知 


: vi ， ,0,0 = d a xgji^ = gji = d x y l a - IrJ (ix,t 0 ). 

当 | a|+j = 々/， a ^0 时，由 （6) 之第二式及 （8) 知 


dty l a fJ = 3 t d x y l a 


/■ 


所以可得此时有 （9) 成立•对|«| + j < k n a 尹0时，因 9 t yi fJ = 乂，>+ 1 ， 3 t 3 x // a 


I. 


3 x y l a 


u +1 


，故只要 （9) 式对于 j + l 成立，便可得对 j 也有 （9) 成立. 于是由|«| + )= 怂时 


(9) 成立，便归纳地得到对|«| + j < k n «关0时（9)是成立的. 


由 （6) 之第三式及 （8) 和 （9) 得 


dty l o 9 k 


d Gi 


dt 



s 


dG t dyl 


\ o \+ j ^ k r j < k s ， 


3 y S a,j 3 


d 

d't 


Gi ( x，t 


乂，>，…）， 


( 卜 | +)< 々 ,，j <k 


1，…， N ) 


再由 （7) 之第二式, 


y 0t ^(x,^ 0 ) = G/Cr 山， … ，迖心 ( 工）， …） 


G / (工 ，，o 


:<))，•••） 


以此为初值，对上式两边积分，即得 
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乂〜(工，尤）= G / Crd ，…，乂/工，，），•••） • (10) 

而反复地应用 （8) 及（9)，可得 

yii.j — 3 %d{y l Q ^ Q9 

所以， do ) 即 表明叫 = 满足 （3). 

对柯西问题 （3) (4) 还可作进一步简化. 

首先，对自变量通过坐标平移将化为坐标原点. 

其次，作未知函数代换，令 " Cr ，0 = Ydx ^ t ) - 少 Cr ). 则 （5) 化为 


dtU = y^AjjXytyU + ^)9 X U + B(XytyU + 0) 

7=1 3 

n 

+ Aj(x 9 t y U + 0)3: 产， 

)=i 3 

. Uix 9 0') = 0 . 

为使系数次及不含自变量 g 可以增加一个未知函数 V = ~于是得到额外方程 = 
1 及初始条件 W ° Cr ,0) = 0, 这样做可进一步简化下面的 推导. 

2. 定理的证明定理 5. 1.1 成立等价于下面简化的柯西一柯瓦列夫斯卡娅定理成立. 


定理 5.1. 3. 柯西问题 

n 

f d t U - ^ Ajix 9 U ) d x U + B ( x 9 U ), 

< J ( 11 ) 

、[/ 0,0) = 0 ， 


当 4 ，… ，九 ，5 在原点附近为解析时在原点的某邻域有唯一的解析解 • 这里 f / = ( Wl u , 《），•••， 

u m Cxjt ) y . 


证由 （ li ) 之第二式，对任意重指标《有 


d a x U O ，，）| f==0 = 0， 

即有 a ^7(0,0) = o . 归纳地设 Wa ^/( o , o ) 已求出，其中 o < z <々一 1 ，则由 （ 11 ) 之第一 
式知 


a ? as /( o , o ) = Aj ( x 9 U ) d Xj u + fiu ， f /))( o , o ) • ( 12 ) 

上式右边各项关于 tz 的微商为 WM [7, 其中 0< Z<A — kl +1，由此知上式右 

边为已知，于是便定出 afau /(0,0). 所以，若 f ； 为 (8) 的在原点附近的解析解，由 afa ^/( o , o ) 


的唯一性，知 t / Cr〆 ） 是唯一的. 

下面证明解析解的存在性.由于要求 " Crj ) 在原点邻域解析，故可将它表示为形式 
幂级数 


UixyO = 2点吵飢0,0)，，' 

是 ， a * 

其系数 a ? a ^7( o , o ) 由 （ 11 ) 递推地得出为 已知. 因这些系数是从 （11) 获得的，故若上述幂 
级数在原点某邻域收敛，其和函数必满足方程 (11) 之第一式，而初始条件 f / Cr ,0) = 0 
是显然满足的. 

现在设另有柯西问题（称为优于 （11) 的柯西问题） 
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n 


djo ^ 5>) Cr ， aH /7 + Bu ， a )， 


f7(«r ， 0) = 0 • 

其中 ， a = ⑻，…^), :^， g 的泰勒级数为為， b 的泰勒级数之优级数 • 类似 （12) 有 


afa^/(o,o) = d^ 1 d a A^A J dx 9 U)9 x .u + 5Cr ， f7))(o,o) 


(13) 


应用 （12) 及 （13) 则可递推地证明 

| afax /( o , o )| < afa ^7( o , o ) • 

若 f 7 在 （ o , o ) 附近是解析的，即它的泰勒级数为的泰勒级数之优级数，因此 

uu ， t ) 的泰勒级数在原点的某个邻域收敛 • 

只要适当选择不和 S , 可证明优于 （11) 的柯西问题的解是存在的 • 事实上，若/(工) 

在原点附近解析，则必存在正数 p 和 M 使得 


|9 a /(0)| 


于是，令 


FU) 去卜 | !/0 


\ a 


a 


a 


MSS 

/r=0 I j =i 


kl 


a 




P 


MS 


工 1 



• •翁 


+ 


k 




P 


Mp 


p — (Xx + ••• + x n ) 


此级数优于 / U ) 的泰勒级数 • 于是取优于 （11) 的柯西问题为 


r 


dui 

~dl 


Mp 


n 


n 


(SIXA + 1 ) ， 




〜 i=i k=i 
工 i— 2u u j 


及 (: r ，0) = 0 ， 


容易看出，这个问题有如下形式的解: 


/ = 1 ，… ，m • 


U ^ Xyt ) 


= • • • = 


2«(工，尤） = VXa + …+ x „， 广 ） A V ( 5 ，《） • 


其中 Vis ^ t ) 满足下述柯西问题 


✓ 


dV 

17 


Mp 


P 


mV 


(1 + 


dV 

d S 


9 


lV { s f 0) = 0. 


可以验证，此问题有解 


F ( s 9 t ) = + i ) _p — s — V(p — s ) 2 + 2 (w + 


在原点的某邻域内解析.即可得 (2 iU . O ,. 


U ,0 ) 作为 X j 的幂级数在原点某 


邻域是收敛的 • 至此定理 5.1.3 证毕 • 从而也就知道定理 5.1.1 成立. 

柯西一柯瓦列夫斯卡娅定理只表明了解析解的局部存在性及唯一性 • 它不能保证解 
的整体存在性，且关于唯一性只是在解析解框架下成立，并不排除存在非解析解的可能 
性. 然而当方程为线性方程时，由著名的 Holmgren 定理给出了 C °° 解的唯一性 结论. 对一 



§2 .局部可解性 


一般唯一性的研究，仍是一个未完全解决的问题. 
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§ 2. 局部可解性 

柯西一柯瓦列夫斯卡娅定理只在解析函数类框架下建立解的局部存在 

性.然而，在函数框架下，情况会怎样呢？我们首先引入 c °° 偏微分算子局 
部可解的概念. 

定义 5. 2.1. 设尸= U 〜(工)3“为一具有 C °° 系数 ACr ) 的 m 阶线性偏 

微分算子， x 。 6 R ”. 若对任意 C °° 函数/( X )，存在一个广义函数〜在: r 。 的 
某个邻域中满足 

Pu = f , (14) 

则称微分算子 P 在 x 0 是局部可解的. 

注意，我们可假设/是有紧支集的， 即 / ecr . 若/没有紧支集，可任 
取 cr 函数％使它在: r 。 的某邻域内恒等于 1. 假若我们证明了在: r Q 附近方程 
Pu = ? f 有广义函数解 W ， 那么 M 也是原问题在 X 。 附近的解. 

对常系数的线性偏微分算子，可以用求基本解方法得到其局部可 解性. 
定义 5. 2. 2. 设尸(1))= U 是一常系数 m 阶线性偏微分算子•若 

E e ^ f ( R n ) 满足方程 

P ( D)E = d , (15) 

则称£为算子 P ( D ) 的基本解. 

最简单的例子是：微分算子&的基本解是赫维赛德函数 HU ), 但显然 

HCr ) + C ( C 为任意常数 ） 仍然是其基 本解. 所以基本解不是唯一的，而可 
以加上适当条件得到满足此条件的唯一基本解，这是重要的 方法. 对常系数 
线性偏微分算子的基本解的存在性是肯定的.在下一节，我们将给出其证 
明.我们可利用基本解研究线性偏微分算子的局部可 解性. 考虑方程 

P(D)u = / , (16) 

其中 / G 这 ^ \*0)， fiCZir 为开 区域. 应用单位分解后，我们可设 03). 
因此，五*/是可定义的广义 函数. 于是，我们有 

定理 5. 2. 3. / 是方程 （16) 之广义函数解. 

证 P ( D ) u = P(W (£*/) = ( P ( D ) E ) * f=8 决 /=/• 

(15) 有时写作为 


PiD^Eixjy) = d{x — y ) ， 



82 


第五章 偏微分方程一般理论 


相应 （16) 的解可写为 w = E ( x 9 y ) f ( y ) dy . 下面我们看一个例子 • 

% 


例.求解满足下列条件的 E ( x 9 y ) 


d 2 


dx 2 


E ( x 9 y ) = — jO ， 


£(0，： y ) = £(1 9 y ) 




0 ， 


通过直接积分可得 


d 




dx 


E { x ^ y ) = H(x — j ；) 


x,y G (0,1) ， 
0y < 1 • 

+ < x ( y ) , 


这里 〆 3O 是任意函数.再积分一次，得到 

彎 

E(x 9 y)— H{x — y)dx + xa{y) + ^(y) 

= {x 一 y)HCx — jO + xct ^ y ^) + 9 

这里外 3O 也是任意 函数. 由条件 £(0,3；)=£( l ，： y 0 = 0, 0 < 3 < 1 可得外 30 = 
0， < xiy ) = 一 (1 一 jO ，所以 

E(x 9 y) = (x — y)H(x — y) — x(l — y) , y G (0 ， 1) 

并且可以验证 = 五 ( x ，： y )/(： yXv 满足两点边值问题 ： = u (0) 

=m(1) = 0. 

至此，我们获得了常系数偏微分算子局部可解性的 结论. 然而，对变系 
数线性算子及非线性情况又如何呢？后面我们将看到勒维 （ H . Lewy ) 的非局 
部可解性的反例.在勒维的反例发表以后‘，人们对局部可解性进行了大量的 
研究，其中特别是霍曼德尔 （ L . H 6 rmamkr ) 发现了局部可解性的一般的必 
要条件.这些条件将涉及到§5所定义的算子的主 象征. 


习 题 


1. 求常系数常微分方程的基本解. 

(0 求 g =8 Cr ) 在级' （ R 1 ) 中的一切解，由此求它的支集在 R + 与 R _ 中的基本解 • 

( ii ) 求 g +< 23 ； = dCr ) 在级 '( R 1 ) 中的一切解，这里 a 是复常数，并根据 Re a 的符号 

求它在级 '（ R 1 ) 中的基本解. 

[提示：令 y=e~ ax z .] 

( iii ) 把这个方法用于求常系数线性方程组 g + = 0 的右基本解五^，即^ + 

AE 右 = 5 Cr ) J . A 是 々 X / fe 常数矩阵， supp 五右 匚11+(令£右=厂&尺）.同法求五左 • 

( iv ) # 利用 A 的特征根符号讨论逆 '（ R 1 ) 中的基本解 • 

2 . 求柯西一黎曼算子在级 '（ R 1 ) 中的基本解£，即 


3. 常系数偏微分方程的基本解 
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f +争⑽) • 


[提示：对： y 作傅里叶变换：五0,7) = e _ iy ” E ( x ， y)dy 


3 - 求解满足下列条件的五 Cr ，3；) 








8 (x — y ) , 


工 > 0, ： y > 0, 


E (0, y ) 




0 , 


0 


4 •设 fCr )— 1 是一个可积函数，证明 £( x ) = // U )£ 為 是算子 if 




的 


基本解. 


3. 常系数偏微分方程的基本解 


设 PCD ) 为 k 阶常系数线性偏微分算子，现在考虑如何在7 '而不是逆沖求 P ( D ) 
的基本解 £6^. 这时，我们可以利用傅里叶变换.因为£的傅里叶变换2： 6夕〃，由 


P ( D ) E =8, 知 E 


但是 P ( f ) 的零点使得很难求的逆傅里叶 变换. 这就是 


求基本解的难点所在.为此，下面我们分析尸 ( f ) 零点集的构造.取使 PO ?) 关0.适 
当旋转坐标系使7=(0,0，〜，0，％),而 P (7) 是％的々次多项式，不妨设其首项系数为1， 


即有 


P(7) = tn + 


• • • 




这里“…”是 仏的低 次项.仍记％ 为匕， f =( f ，匕），尸(0=尸($，匕 ）= 0 对 I 应有/&个根 

我们规定其次序 如下： /<) 时应有 InUCImA ， 若 ImA ^ Im 七则要求 
ReA ,< ReA ,. Im 对 P 是连续的.现在回到原问题.我们自然设想应当取 


KOc) = (2 兀） 


e pw ^ 


(17) 


但在上述积分中因尸 ( f ) 的零点而出现问题，我们可把它写为逐次积分 此… *此， 

J r Jr 

每个积分又都是在 f > ec 平面的实轴上进行的.不改变前 w - i 个积分路径，但将乞的积 
分路径变为 C „( f ): 依赖于 f ')， 并记 


K ( x ) = (2 兀） 


R n 


— 1 


f e ix ' e - 1 - 

^ P ( f ) 


¥ W ) 


(18) 


首先，我们应该适当 选取〆 f ), 使 = ) 避开 P(f) 的 零点. 

可见问题在于如何选择乞的积分路径 im 乞 作法 如下： 对每一个 e/eir 一 S 
Im 七 （f。'） 共有 A 个值（其中可以有重合者），作々+ 1个区间[—々一1，一 A + 1]， [― A + 1， 
—是+ 3]，…， [A—1,4 + 1]. 其中至少有一个不含一切 ImA〆^/). 在此区间中取一点作 


—是+ 3]，…， [ A —1,4 + 1]. 其中至少有一个不含一切 ImA〆 ^/). 在此区间中取一点作 
yKf 。'） 之值，则 Ilm + Cf 。'）一 由于 ImA ,( f ) 对《连续，故有以 V 为心的小球使 
在此球中在此小球中令 〆 $)= 〆 &')•对每一点 f 6 R ”— 1 都这 
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样处理后，取可数多个小球覆盖 R ”— 1 (因 R ”— 1 不是有界的，仅取有限个小球是不够的•为 
什么取可数多个小球就够了，请读者自己考虑）.在每个小球中 〆 之值已定，而在两个 
小球相交之处任意选定一个 〆 $)之值 即得扒 f )• 对于固定的$， Im 乞 = ?>($) 是一固定 
曲线，而对不同的$，虽然只是分片常值函数，而曲线 = 与前不同，但是 

不论如何，这些曲线都不通过的 零点. 

关于尺 Cr ) 的上述积分 （18) 是否收敛，我们必须在 = ) 上对 lAP ( f ) 作出估 

计. 记(尸）为 尸的零 点集， d (0 = dist ( f ， iV ( P )) ，我们有 


定理 5. 3. 1. 令 = S + 乞 的低次项，则 


I 尸 （ f )| > 


dO 


k 


(19) 


证 取 feR ” 使 P ( f ) 关0, 7=(0,…，0,1)，令 g ( t )= P (^+ tr }), 其中 于是 

发⑴是，的 A 次多项式，设其零点为1，…，; U (可取复值，且可能有重合 的）： 


k 


git) = — ~) 


k 


于是 〆 0)= 尸 ( f ) 关 0 且 \g(O/g(0)\ = IIll 


1 


min |f — ( f + Aj ) I =min | A , | ，从而当 U | (芒)时 11 — f /七 | <1+ \ t / A 7 K 2 而 \ git )/ gi 0) \ 

j j 

<2\ 同理，由柯西公式 

\ g ik ) (0) I = ^ I fr { t ) r k ~ l dt < 




Ul ==^( f ) 


k \ 2^1 g (0 )l 

^[ dWF ^ 




但是 k (0)| = | p ( f )|， \ g ik \0)\ = \ d k P ^)/ d ^\= ki . 代入上式即得 

k\ < 々 !2” 芨 (0)|/[ 时 )] 々， 

从而 （19) 式得证. 

下面，我们便可以证明常系数线性偏微分算子的基本解的存在性. 

定理 5. 3. 2. 常系数线性偏微分算子必有 5^ '基本解 存在. 

证 对于尺 Or ) 的 积分式 （18), 我们虽然避开了 PCO 的零点， [ PCO ] — 1 当 Re 匕 -oo 

> 

时趋于0并不足以使 （18) 收敛 • 为此将 PO )) 换成尸 ( D)(l —△)〃(# 待定） • 由于在积分区 
域上 | P ( f ) |> W ( f )/2 )S 所以 | P (0| (1+ \5\ 2 ) N > c ( l + \^\ 2 ) N , c 是一个正常数 • 当 2 JV 

> w 时，积分 


K n (^ x ) = (2 兀） — ” 


R” 


— 1 


de 


101^=^) 


^[pcfKi + m 2 ) N T i dt 


收敛.而且 


P ( D )(1 - A ) n K n ( x ) = 5( 工） • 


实际上，注意到 pami — △产 的转置算子即 p (— d )( i —△)' 故对任意有 

〈 P(D)(1 — /^) N K Ny <p) = {K n ， P (— D)(l — A) N 0) 


/• 


(2 冗 ）—” 


R n 


dx 


R n 


1 


de 




e^PC- D)(l - , 


其中/^ ( 幻==1> ( 0 (1 +|以 2 )' 所以在上式中交换积分次序，并注意到 


八 


tL n 


e ix ^g{x)dx = g (― f ) ， 


八 


取发 ( jspc - roa — △)%(>)，注意到发（勺=尸（一 f )( i + Rl 2 产 0 ( f )， 即有 


< P ( D )(1 - A ) n K N9 iP ) =(2 tt ) 


(2tt) 


w de 

R w —1 

V V 

， r 

w 'de 

R n — 1 


…者) P^ d ^]^ g(ix)dx 




Imf =^(^> Pn^) 


d^ n g (— f ) 


(2 冗 ) —ip (-⑽ 

Jr ” 


(2 冗） 


m 

n e 

JR n 


toe 


0(— = 0(0) 


〈占， 0〉， 


所以尸 ( D)(l — △，尺 ^ Or )=5 Cr ). 这里我们利用了 0( — f ) 对 f 急减，所以可以用柯西 


定理将匕的积分路径改为 Im 乞= 0•令 


£(工）= (1 — ^) n K n ( x ) , 


( 20 ) 


即知 F ( D )£ Cr )=(5 Cr )， 从而五 Cr ) 是一个基本解.由 K ^ Cr ) 之表达式知尺 〆 工）6 W ， 
再由 （20) 即知,所以它就是所求的 y 基本解.定理证毕. 


§4. 勒维反例 


并不是任何一个偏微分方程都有解，即使是局部解也不一定存在（除了 
§2所讲的常系数偏微分方程外），勒维在1957年给出了一个无解方程的反 
例，他的例子使人们大吃一惊.勒维的例子十分简单，即是 


令 




d U 
d X 1 

X\ - \~ix 2 > 



d U 
d X 2 


— 2iix 1 + zx 2 ) 


3 u 
d ^3 


f 欠工\ ，工 2 ，工 3) • 


( 21 ) 


尤3 


，并记 g 


3 x 1 


9^ 2 r d 


d d \ 

d X Y 1 d X 2 I 9 


则 （21) 可写为 


d U . . d U 

dz 3t 


之， ,）• 


(2 iy 


令13={0,0; kl 2 < a ， U |<6} ， a ，6 充 分小. 勒维的结果如下：存在 / 
GC °° CO ) 使 (21)“ 没有解 weC ^ CG ) 存在 • 

为证明这个结果，令^ >= W + x 2 2 , 而取实变量的 C 1 复值函数 0( 卜 t )， 

使 SUpp0CZ{ ( 户，,）； 0< 户 <(2, |t|<3}. 对 〆 a ， X 2 ， Z)=0(P ，,） ，有 


djp 

d Z 


2 \ d X 1 d X z 


d ^ 

3 p . 


因此，若 w 是 uiywc 1 解，用分部积分法 
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= ( wi + izu t9 


<P) 


j 

a 


( w ;+ izUt)(p dx 1 dx 1 dt 


n 


iq > z + izq > t ) dx l dx 2 dt 






dd 


/% 


dt 




zuQ) p + i ^ t)dp , 


(22) 


—b 


•/ 


这里没有 afi 上的积分，因为 p 在 afi 附近恒为 o . 采用极坐标 （ r 4)，因户= 
r 2 ， dxidx 2 = \ dpdQ >如果 （21)' 中的/仅与 Z 有关，则因 P 也仅与^有关， 


上式中的 


b a 


(/ , 9) 




dt J /0 dpdt . 


b 0 


因此，若记 t / MJ ) 


zudd ， 代入 （22) 有 


b a 




dt UQ) P + i^)dp 




m 


dt 


b 0 




hi 


m 


f 4 >dp , 


再作分部积分即有 


/» 


dt 


/» 


( U p + iU t 


f)ipdp = 0 . 


b 


由于 0 是任意的，有 


U p + iu t = jfct ) = jg f (0 - (23) 

是 /( O 的任意光滑原 函数. 如果记 V = c /+|^, 则 （23) 式成为％ +/[ 

= 0. 如果分幵 F 的实、虚部，这个式子就是柯西一黎曼方程组，而因为 F 和 
U 一样是 C 1 函数， V 就成为 p + it 的解析函数 • 

由定义 C 7 之式可知 t /(0， i ) = 0, 从而 ReV (0 ，d = 0. 故由对称原理知 V 
可以解析拓展为 f =0 附近（但的解析 函数. 因此， V (0, O = i 7(0 ,O + 


⑴⑴是 f 的解析函数 （ kl <«， /(0= 〆 ⑴也是 这样. 这就告诉 

Lj Ck 

我们，若 （21) 有 C 1 解， / G ) 必须是解析函数；而若/(0仅为 C 00 不为解析， 


(21) —定没有0解. 

不但如此，还可以证明 （21) 甚至在纫中也没有解，并且还可构造 
一些另外的无解方程的例子 • 

勒维的例子告诉我们，并非任何一个线性偏微分方程都有解.那么哪些 
方程是可解 的呢？ 当然，由前面知道常系数偏微分方程是可 解的. 对变系数 


§5. 二阶线性偏微分方程的分类 
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方程，人们作了许多研究.霍曼德尔等关于局部可解性的研究尤为重要.然 
而，关于局部可解性的研究还有许多未解决的问题待人们进一步深入研究. 

从以上关于适定性的分析看，偏微分方程的情形比常微分方程的情形复 
杂得多.这也说明偏微分方程的本性和常微分方程是非常不相同的.这是由 
于它所反映的物理规律是如此多种多样.因此，研究偏微分方程最好的途径 
是以物理为指南，并研究反映不同类型物理规律的不同类型方程，然后才有 
可能进入比较一般的理论.即令到那个时候，物理现象仍是我们考虑问题的 
指引.这一点是偏微分方程理论非常显著的特点.也正因为如此，我们把现 
在这个课程称为数学物理方程，而不称为一般的偏微分方程 理论. 


习 



1. 令尸 Or,D) 是 （21) 中的算子，即 

尸 (x ， D) = — I" i -1~ 2i(^i + i 工 2) * 

d Xi d X 2 O X z 

其中 /GC°°(R 3 ), 那方程 

P(x 9 D)u — fu — 0 

不存在在 R 3 的任何开子集上连续的非平凡解. 

[提 示： 考虑所满足的方程 •] 


§ 5. 二阶线性偏微分方程的分类 

人们的研究表明，反映不同物理规律的方程，其区别可以从方程的形状 
上看到，因此可对二阶线性偏微分方程进行分类.设有二阶线性方程 

y] a jk {x) —— ^- h -f c{x)u = fix ') , 

其中心 ( X ) =%( x ) .为了傅里叶变换的需要，我们宁可采用记号 = — 

而考虑算子 ' 

n n 

P ( x 9 D ) = ^ a jk ( x ) DjD k + J y ( J b j ( x ) D j + c ( x ) . (24) 

jfk—l j—1 

(以下恒设％ Cr ) =%0 r ))， 与它相联系有一个代数形式 

n n 

p(<r，0 = Y] a jk { x)^^ k + + c(x) ， (25) 

j t k=i j —\ 

称为 PCr ， D ) 的全象征，特别重要的是它的二次齐性主部 
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第五章 偏微分方程一般理论 


P 2 ( x ,6) = 名， (26) 

«；_，▲=1 

称为其 

在^?^子（24)时，我们会看到，主象征的零点集起着特别重要的作 
用，确切些说，我们有 

定义 5. 5. 1. 我们定义 P ( x , D ) 的特征 集为： 

Char P = ^ 6 R w \0, P 2 ( x ,6) = 0} . (27) 

于是我们进而对算子 P = PU ， D ) 分类 如下： 

定义 5. 5. 2. 若 Char P = 0,就称 F 为椭圆型的，换言之，若当6 # 
0时对于某一点: r 恒有 

n 

^a jk (x)^^ k ^ 0 , 

»1 

成立，则称 尸在: r 点是椭圆型的 • 若尸在 每一点 xen 皆为椭圆型的，则称 
p 在 n 中是椭圆型的 • 

其他类型方程的定义则较复杂. ^ 

定义 5. 5. 3. 若算子可写为 


p =灰- 3 x d . dXk + 自卜(工， 0 & + c(x,0, (28) 

n 

而 yj > o (6^ o ), 则称尸 为抛物型的（更准确地说是模抛物型 的）. 
>»*— 1 

最后，固定: C 则主象征/ ^( x ，^ 是一个二次型，而可通过关于 S 的线性 
变换化为标准形.若此标准形是 

± (柝+…+ m 

则在此点 Char P 是一个两叶 锥面. 这种情况特别重要，所以我们给岀 
定义 5. 5.4. 上述情况下称 P 在点为双曲型的（或更精确地说，对 
方向是强双曲型的）. 

需要强调的是，以上并没有将一切二阶方程分类，而只是挑选出了一些 
特别重要的 子类. 其外还有许多其他类型，或者因为研究较少，或者因为尚 
不成熟，还可能因为要更多的数学工具，而不可能引入本教程中. 

高阶方程的分类更为复杂，但大体上也是沿着以上诸定义的线索. 
同一方程在不同区域可以属于不同 类型. 最著名的例子是特里科米 


( Tricomi ) 方程 



(29) 


它在 y >0 处是椭圆型的， y <0 处是双曲 型的. 注意 ，：V 


V Hg yj ru 



5. 二阶线 性偏微 分方程的分类 89 

的，此时方程并不能称为拋物型的.这种方程称为混合型方程. 

从上述定义显然可知，若算子 P ( x ， D ) 在某一点为椭圆型的，则 PU ， D ) 
在这点的某个邻域内也为椭圆型的，同时，也可证明若 POr ， D ) 在某点为强 
双曲型的，则它在这点的某个邻域内也为强双曲型的.拋物型情况较为复 
杂，这时我们把 t 和 x 分开，可以证明，若 P = P ( t ， x ; d t ， dJ 在 ( t Q ， x 。） 是拋物 

型的，则当 x 在 X 。 的某个邻域中时， P 在((。，1)点也是拋物型的. 

同时，我们可知由算子尸 Cr ， D ) 的主象征 P 2 Cr ，0 这个二次型的性质来 
判断方程的类型，若在某点附近 P 2 ( x ，$) 为正（负）定的，则算子 P ( x ， D ) 在 
该点附近为椭圆 型的； 若在某点附近 p 2 u , e > 为负半定，且其矩阵 
(化 ( x )) 的秩为 n — 1，而关于其蜕化方向的一阶导数的系数为正，则算子 
Pix ^ D ) 为抛物 型的； 若在某点附近二次型尸 2 0 r ， O 为非脱化的不定型，且只 
有一个特征根的符号与其他所有的特征根符号不相同，则算子 PCr ， D ) 为双 
曲 型的. 

很容易看到，第一章中引入的弦振动方程、热传导方程和拉普拉斯方程 
分别是双曲型、拋物型和椭圆型的.那么，一般的二阶方程能否化为它们呢? 
结果是，若系数充分光滑，则对两个自变量方程，在一点附近恒可通过变量 
变换将其主部化为以上情况之一（见第七章 §3). 因此，这三个方程是典型 
的 方程. 研究它们所得的结论具有很大的普遍意义.以下三章将分别对这三 
个典型方程的性质进行研究. 



第六章椭圆型方程 


§ 1. 调和函数的性质 


1. 拉普拉斯方程的基本解 本章中我们实际上只研究一个方程——拉 


普拉斯方程 


n 

— Aw = D)u =— 




( 1 ) 


它的主象征是|多| 2 =右+…+ （△ 的主象征是一 l ^ l 2 ). Aw = /称为 

泊松 方程. （1) 的 C 2 解称为调和 函数. 我们研究的方法是利用它的基本解 • 


虽然在前一章§3我们证明了一般常系数偏微分算子的基本解的存在 
性， 但具体计算却相当 复杂. 然而一些特殊算子有许多特殊的性质，这将使 
其基本解的计算变得 简单. 这里讨论的拉普拉斯算子具有旋转不变性•而 
d ( x ) 也有同样的性质，故其基本解也应有这个性质，所以它应是一个只与矢 


径有关的广义函数. 

那么，拉普拉斯方程的基本解是什么呢？我们还是从物理上找启发 • 为 
此设 n = 3而求 R 3 中静电场的电位 f /( x ). 高斯定律告诉我们 


AJ7 = — p(x). 

户 Cr ) 是电荷密度（这里要选用适当单位 制）. 最简单的情况是在原点放一个单 

% 

位正 电荷. 这时电荷分布的密度为80)，而总电荷为 ^( x)dx = 1. 且因为 

% 

电荷集中在原点，即有= 0 于处， ^(0) = oo. 所以 Six ) 就是第 
二章讲的& 函数. 我们在那里 说过. 这些物理直观是不严格的，而广义函数 
论把问题从数学上说清楚了 • 但这并不是说物理直观提供的信息都是不正确 
的. 实际上它们是很重 要的. 我们现在将电荷的分布分解为点电荷，则总电 
场应是这些点电荷产生的电场的叠加，它的具体表达式以后 再讲. 记以^)所 
产生的电场电位为五 U )， 则由高斯定律有△丑=占，即这个丑(工）就是拉普拉 
斯算子的基本解.从物理上很清楚，这个电位只与 x 点距点电荷位置（原点) 
之距离有关，所以，若用球坐标，则基本解应该可以写成丑 <>)• 这就是物理 

的分析给我们的 启示. 下面再作数学的分析就容易了. 

现在在 f / Cr ) = t /( r ) 的形式下求基本解，即求解方程 



1. 调和函数的性质 


91 


hu = d ， 


( 2 ) 


其中 


,2 


工？ +…+ 在球坐标下， 


Af7 


d 2 U t n-ldU 


dr 2 



r 


dr 


(3) 


所以有 


d 2 U t n-ldU 


dr 2 



r 


dr 


S . 


两边乘以 r ”- 1 ， 因为当 n >2 时 〆 — 1 占 = 0,故若记则应有 


dW 

dr 


0 . 


因此 w = c ， 即 


dr 


Cr 1 -. 因此，除相差一项常数外， 


U = Cr 2 — n ， 当 w > 2 ; 


U = Cln 


当 n = 2 • 


(4) 


余下的是要决定常数 C ， 现在我们先给出结果，具体的推导留在以后 


£(r) 


f [(2 - n > 2 ； 


—(2 兀）一 1 In 


(5) 


r 


n 




这里 is ”- 1 丨是 n — 1维单位球面 X ? +…+ X 〗= i 的 面积. 

2. 格林公式 现在回到三维空间 （n = 3) 的情 
况. 设 OCR 3 是一有界区域，其边界 ao 是光滑曲 
面.函数 w 和 t ； 都设在 C 2 U 3> 门0(11) 中. 于是因为 


3 


uAv 


2 


a 


dx ： 


U 


d V 

d X 


3 


d U d V 


2 a xj d xj 9 


3 


vAu 


S 


3 / 3 u 

v 


3 


d U d V 



dXj\ d Xj 


§ a x) a x) ’ 


二者相减有 


图 6-1 


3 


u^v — vhu 




d I d V 

h a ^\ u d^j 


V 


d u 

3 ^jl # 


两边在 D 上积分，利用数学分析中的高斯定理，即得以下重要的格林 公式: 


(uAv 一 vhu、dx 






u 


3 v 
d n 


V 


d U 

3 n 


dS . 


( 6 ) 


a 是 afi 的单位外法向量. 


这个公式极为 重要. 我们把它应用到 z ； 


r 


r 2 — 3 上去，这里 


| PQ |， Q 是 D 中一个定点，尸是积分 动点. 但是这个 p 并不属于 C 2 C 0) 门 

因此我们在 *0 中挖去以 Q 为心、 e 为半径的小球，而在余下的区域 a 
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中应用 （6) 式. a 的边界由两部分 组成： afi 和以 Q 为心，£为半径，这个挖去 
了的小球之球面 a ® e ( Q ). 在后一部分上外法向量 II 即一 r 方向. 因此我们有 




從 △ 




\ / / 


r 


dx 


d 


u 


d n\ r 


d U 

d n 


dS — 




ae e (Q) 


u 


d l 1\ 


3 r r 


1 d U 


r 3 r 


dS . 


(7) 


上式左边因为在 a 中 △ 


i 


^ r , 


0，只余下一 


Au 


r 


dx . 上式右边最后一项， 


e 


因为在 35 e ( Q)lr = e ， 所以 


d 


a 


\ 7 / 


e 2 , 


r 


e 


，因此 


ae.(Q) 


u 


d I i \ 


dr 


r 


1 d u 


/ 


r dr ^ 


dS 


e 2 


udS H ~ 


e 


d U 

3 r 


dS • 


as e (Q) 


ae e (Q) 


但由积分中值公式 


udS = u (Q 




ae.(Q) 


e 


BB(Q) 


dS = 47 re 2 u ( Qn 9 是小球面 


e 


上某一点.因此，令 e — 0,上式右边第一项趋于4咖 ( Q )， 且同理上式第二项 


趋于 0. 当 e — 0时 (7) 式左边趋于 




r 


dx . 所以我们得到一个重要公式 


a 


u ( Q ) 


4 ^r 丄 


d U 


r d n 


dS 


dQ 


1 


扭 JJ 




d 


u 


d n 


dS — 


dQ 


/ 


4tt 


Au 




r 


dx . 


( 8 ) 


特别是对于调和函数，因 Am = 0故有 


u(Q) 


4 ： 7r 


3 u 
d n 


dS — 


4 ^r 


a 


u 


d n 


dS . 


(9) 


(8) 式右边的三个积分都是所谓“位势型积分 ”， 我们来逐项讨论其物理 


意义. 


r r(P,Q) 


是放在尸点处的单位正电荷在 Q 点产生的电位.如果在 P 
附近一小块面元 AS 上放一面密度为的电荷，再把它们产生的电位叠加 

o n 

起来即得 (8) 的第一项.所以它称为面密度为 


3 u 

4：k 3 n 


的单层 位势. 同样，第三 


项是体密度为 




Au 

A 7 C 


的牛顿位势或体位势.为了说明第二项的物理意义，我 


们要引入偶极子的概念.将大小相同符号相反的两个点电荷 q 与 - q 放在相 
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距/的两个位 置上. 由一 g 到9的方向称为极轴， 
P = 9/称为偶 极距. 当 / — 0但方向不变、 g / 之值 
声也 不变的电荷系统称为一个偶 极子. 我们来看 

一 个单位偶极子产生的 电位. 令9 = +，由9产 
生的电位是+ •丄. 同理由一 9产生的电位是 

I T 

— + •去. 二者之和当/一 0 时极限 是以丄 '• 

L r dn\ r / 

所以 （8) 式第二项是分布在 S 上的面密度 




极轴为 W 的偶极子所产生的电位.这好 



像是 ao 外侧有正电荷、内侧有负电荷产生的电位，所以称它为 

利用 （8) 式即可最后决定 （4) 中所说的 C 设” = 0- 1 是^^^意， 
因打= 3，故 2 — 1)，于是对于 P 6 C 『( D ) 

<p(Q)= (S(Q — P) , <p) = (A(Cr _1 ) , q>) 

= C<r~ 1 , £^(p) = C —dx . 

JUJ r 
a 

另一方面，在 （8) 中令 w = % 则因 p 在 ao 附近为零而曲面积分的两项都不岀 
现，即有 


< p ( Q ) =— j - —dx . 

4^rJlU r 
a 

比较二式即得 C =— 1/ Ak . 它就是 n = 3 时 （5) 中的 [(2 — n )|* S ”- 1 |]- 1 = 
[— I 5 2 !]" 1 =- 1/ Att . n 为其他维数时的证明类此. 

公式 （8) 已在第二章中用广义函数解释过了. 

还有一点应该 说明. 方程 At / =— p ( x ) 只表示 *0 内有密度为 p ( x ) 的电 
荷存在，因此 (8) 中的第三项出现是自 然的. 何以还会有 af 2 上的电荷与偶极 
子的分布从而产生前两项呢？这是由于 ao 上的感应电荷产生的. 

3. 平均值公式与极值原理 仍设^为调和 函数. 在 （6) 中令 t ；= l ， 则 

因〜= 0, = 0, (6) 式成为 

a n . 

= o. (10) 

30 3 

回到（9)，令 D 是以 Q 为心，及为半径的球私 ( Q )， 则在 ao (记作 S ( Q ， iO ) 上， 

+ = 去， 5( 爿= 6( +卜—去=—忐，于是得到重要的 

1 rv* 

u{Q) = j -— 3 u(P)dS P . 

4^Txv 丄 


S(Q，£0 


( 11 ) 
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上式右边是以 P ) 在 S ( Q 9 R ) 上的球面平均值.（还有体积平均值公式留作一 
个习题 •） 利用平均值公式可以证明本节的主要定理——极值原理. 

设 D 是一个连通开集，即 D 中任意两点都可以用一条曲线联结起来.设 
〃是 D 中的调和函数，我们有 

定理 6.1.1. (极值原 理）. 若连通开集 D 中的调和函数 W 不恒等于一常 


数，则 w 必不能在 D 内达到其上、下确界 • 

证 我们用反证法.设 m 关 const ,而在 Q 

e n 达到其上确界 M ， 从而 M = a ( Q ) = sup 

Q 

我们证明 M 在以 Q 为心而位于 D 内之任一球面5 
上皆等于 M . 事实上 

丫 ， 

M = u{Q) = |*S | _1 u{P)dSp. 

s 

若 w ( p 0 ) = M 1 < M ， PoGS ， 由于 W 是连续的， 
所以在 P 。 附近 S 的一小片&上 a < M — e ， 
€ > 0. 因此 



M= w(Q) 




SI' 1 u(P)dS P + d— 1 u(P)dS 



< |5|- 1 [(M-e)|5 1 | +M(|5| 


\SM<M. 


这就是矛盾.因此在 = 由于 S 的半径可以任意变动，所以在以 Q 为 

心的某个球体 = 

任取一点 Q ' 并以一条路径联结0与 Q ' (图6 — 3). 于是可以此路径 
含于5内之一点为心作另一球 体及， 并且仿照上面的证明得知在瓦中從= 
M. 仿此进行即可证明以 Q') =M ， 从而在 D 中 a = 而与假设矛盾. 


利用极值原理即可证明有界区域 D 中拉普拉斯方程的狄利克雷问题 


Au = 0 9 


于 D 中， 


u | 


ao 



( 12 ) 


解 的唯一性和稳定性.这里，/是 ao 上已知连续函数.狄利克雷问题是要求 
^ e c 2 m n c ( n ) ， 在 n 内满足方程而在 ao 上适合边值条件.若此问题有 


两个解“1与 w 2 ， 令 M =仏 


U 2 , 则有 


= 0 , 


w|ao = 0 . 


因为 ^ ec ( D )， 它一定会达到最大与最 小值； 或则二者皆在 ao 上达到，这时 
max u = min u = 0 9 而 w e 0; 或则二者之一在 *0 中达到，这时由极值原理 
u = const ， 而此常数值又一定为0，否则不会有 u \^— 0. 总之 w e 0，即 a 
三 u 2 而唯一性得证. 
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为证稳定性，将 （12) 之边值条件改为 

^IdO = g 

发是 ao 上另一连续函数，而且设在 ao 上 




(13) 


\h\ 


\f ~ g \ e • 


若分别记 (12)、(13) 加上 Aw = 0之解为 w / 和％，其差为 u h = u f — u g9 则有 


= 

利用极值原理很容易看到 


0 , 


u h \dn 


M M 


f ~ g • 


| w A | ^ max I h I < e • 


这就是解对边值的稳定性. 


习 


题 


1. 设(以 Q 为心、及为半径的开圆域），门 C 2 ( fl ), 证明 


(1) u ( Q ) 


^7 tR 2 



ae 及 (Q 〉 


(ndSp + i J| (★ — +)△—• 


b r ^ 


(2) 若 仏>0, 则 w ( Q ) < 


AtvR 2 



( P ) dSp . 


ae 及 (Q) 


[提示：利用公式 （8).] 

2. 证明单层位势和双层位势在 ao 外皆为调和函数.牛顿位势在外也是调和的. 

3. 令 W ( Q ) = nP ) dx P / rCP 9 Q ), /可积，证明在广义函数意义下，在 A 中有 

•wL 

= — 4 冗/ • 

[提示：令 fcp ) = /( P ), pen ； f ( P ) = 0, p s fl , 则 f #，（ r 3 )， 而且 w 

(l/r*F)(Q).] 

4. 拉普拉斯方程的诺依曼 ( Neumann ) 问 題是： 


△u 


于中, 


其中 / 已知、 连续. 证明它在 CHO ) n CUH) 中可解的必要条件是 


fdS 

J an 




0 • 


• 证明第一格林公式 


u 


dS 




•Urn 


uAvdx + 



2 3 u 3 v ^ 
j d Xjd x j x t 


这里 w 、 t ； 皆假设足够光滑.令 


为调和函数，利用此式 证明： 若 U 是习题4中诺依曼 


问题的解，则问题的一切解必可表为 u + C ， C 是常数.当然所有 u + C 也都是此问题之 


解. 


6. 若《是有界连通开集， ueC ( D ) fl C 2 ( fl ), 并且汉在13 上有： —>0, u _ C (常 


96 


第六章椭圆型方程 


数），则 w 必不可在内部达到其上确界. 

[提 示： 按定理 6.1.1 的方法 .] 

7. 若 a 是平面上的有界连通开集， o e a ， m e cm n c 2 (fl) 满足 

Au = 0 , 在 0\0 9 


I 


sm xy , 


lim m(u) 




+ OO 


证明 ： u ^ — 1 ，在 fl\ O 中. 


8. 设是以 Q 为心、及为半径的球体，证明调和函数的体积半均值 公式: 


(Q) 


B 


iP ) dx P 


jjj 

B r (Q) 


\ B \ 表示该球的体积 ：|B| 


4 


TrR 3 . 


[提 示： 取 0< r </?， 并在* S ( Q ， r ) 上对 u 应用球面平均值公式，再将 4^ rr 2 w ( Q ) 对 
自0到及求积分 •] 

9. 设 fiCZR 3 为有界连通开集，证明下列外问题的解是唯 一的： 

△w = 0 , 在 R 3 \ fl , 
ulsn = fix 、 ， 

lim m(x) == 0 . 

I jc|—oo 

/ U ) 为已知的在 ao 附近定义的连续 函数. 

10. 设《是有界连通开集， w e c(S) n c 2 m 满足方程 


△u 


2 


0 , 


证明： M 必不可在内部达到最大值，除非 


当 x e . 

o . 


11 •设是有界连通开集， W e C ( Q ) n C 2 ( fl ) 满足 


j △ m +| Vm | 2 — m = 0， 在 内， 

l w |ao = 0 . 

试证： u ( x ) = 0 , 当 z 6 及 

[提示：用反证法，考虑 w 的最大值(或最小值）点处 Am 的符号 .] 

12. 设有一般的二阶椭圆型算子 P 如下： 

PU ^ dx ^ x , + ff + cix)u , 

7 t«=l 3 K J =1 J 

If 

其中 c(x) < 0, a jk { x ') 9 bj { x)y cU) 皆为 fl 中的连续函数， ^ y ] a jk dx )$ j$ k > 

»i 

n 

义>0,若议 e C 2 ( fl ) 使在中 h = 0, 如果 w 在 fl 中达到最大与最小值，必有 

>=1 
= 0 . 


[提示：设 u 在*2：。 e 达到它的最大值，可考虑作一个线性变换将二次型 

n 

2 a jkM ^ k 化为标准形，从而可用一个线性变换在工。点（但不是其任意小的邻域）将 

jfk=l 

h 化为 


2. 简单区域中的狄利克雷问题 
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JJJ + 容 1(30 g + cu ，^ > 0- 

由此研究 u { xq ) = max W 的符号；同样，研究 min w 的符号.另外，也可直接考査 

:的符号，注意到它为系数矩阵 (& U )) 与 wU ) 的黑赛 ( Hesse ) 矩阵的 

； ^=i ° x j d 30 k 

乘积矩阵（在: r = : r 。） 的迹，当 wU 。） 为最大值时，由椭圆性便可推出上述迹为负.取最小 
值时以一 w ( x ) 代替 u ( x ) 讨论之 •] 


2. 简单区域中的狄利克雷问题 


1. 边值问题概述 


椭圆型方程最常见的定解问题是边值问题.第一 


章中即已指出，它的柯西问题是不适定的.拉普拉斯方程最常见的边值问题 
是在 ao 上给出以下边值条件 之一： 


狄利克雷问题 
诺依曼问题： 


an = f ; 


d U 

d n 


f ; 


第三边值问题 


d n 


+ bu 


/ ， 


， b 同号. 


对于狄利克雷问题，我们要求解在 C 2 02) 门 C ( D ) 中； 对另两个问题，则要求 
解在 c 2 03) n c 1 ^) 中. 还要注意，有时是一有界区域，这时的边值问题 
称为内 问题； 有时 X 2 是闭曲面 afi 的外部而以 oo 为其内点，即 an 不通过 oo 

点，这时的边值问题称为外 问题. 求解外问题时，对解 W 在 oo 处的性态要加 
上限 制：在 n = 2 (二维问题）时，时常要求 M 在 oo 附近 有界； 在 n = 3 时，则 
时常要求 limz /(: r ) = ( h 若 afi 通过 oo 时，12是无界 区域. 这不算是外部问题， 

X 今 oo 

其处理又有新的困难.以下只讨论 D 为半平面时这一个特例. 

本章只讨论拉普拉斯方程的狄利克雷问题.从 (9) 式可能产生一种错觉， 
以为可以给岀两个条件 




/， 


9 n 


g 


而由 （9) 式有 


(Q) 


4 ^r 


]gdS/r - 


4 tt 







dS • 


(14) 


aQ 


这个结果是不正确的.因为，只有在上述问题有解的条件下才能用 （9) 式得 
到 （14) 式.因此，这只说明，若上述问题有解，则解只能是（14)，从而是唯 
一的.但一般说来它是无解的， （14) 虽然是调和函数，但无法验证它同时适 
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合两个边值 条件. 但是 （9) 式仍启发我们如何去解拉普拉斯方程的狄利克雷 
问题. 


除了原来的 

Aw = 0 
\sn = f 

以外，再考虑另一个狄利克雷 问题： 

Av = 0 


于中， 


于 D 中， 


30 


(15) 




r ( 尸， Q) • 


这里视 Q 为参数而尸是动点，因此 （15) 的解应依赖于 Q : v = v ( P 9 Q ). 


对 m 和^应用格林公式有 


0 


4^r 


\jiAv 


Au^dx 


4 tt 


d 


d 


d n 


d 


dS • 


将 （9) 式加到此式上，注意到 t ; 


， z /| 




/，即有 


(Q) = — 


4 ^r 



(尸） 


d 


d n\r(P 9 Q) 


(P ， Q) 


dS 


P 


/( 尸) 


d 


d 


G(P ， Q)dS P ， 


(16) 


G(P,Q) 


4 兀 r(JP ， Q) 


(尸， Q ) 


« 


(17) 


(17) 称为格林函数，它是一个有奇点的调和函数 CP = Q 处有奇点），而在30 


上为 0. 它的物理意义很简 单：考 虑导体 an ， 将 
它“接地”，即保持此曲面上电位为 0(“ 地”即指 
零电位）.在导体曲面所包围的（中空的）区域 D 
内的 Q 点处放一个单位正电荷，它所产生的电位 

是一 7^—( 即基本解），同时它还在抝上感应生 

4 ^r 

成另外的电荷分布，此感应电荷生成的电位为 


(P ， Q) 

4 ^r 


，即有总电位一 


4tt 


• 因为 3 Q 


•所 


9 Q 



接地，所以其上总电位必为0,即 H 
以这个总电位就是格林函数 - 

格林函数有许多性质，其中最重要的是其对称性 • 设在《中有两 
点，我们可证明 

定理 6 . 2 . 1 . 格林函数对其两个变点 对称： 


2. 简单区域中的狄利克雷问题 
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G(Q 1 ,Q 2 ) =G(Q 2 ， a) • (18) 

证 在 D 中挖去以 Qy Q 2 为心、 e 为半径 

的两个小球(分别记为 A ， A ). 记余下的区域为 
•^ ， 其边界由 3 Q ， 3^ ， 3 f 2 2 组成•在中， 

G ( P ， 兑）， G ( P , Q 2 ) 作为 P 的函数都是调和的. 

于是对 u(P) = GiP ，⑹， v(P) = G ( P ， Q 2 ) 应 
用 （6) 式.注意到 Aw = At ; = 0以及在上 w = 

= 0，即有 

r^> r t> r\ \ ^ G (/ > 5Q2 ) mac 

G{P M x ) --- dS P 图 6 — 5 

m v ^ ^ 

3^1 + 3^ 

=IT G{P,Qz) ’ Ql) dS P . 

JJ dr 

^1 + ^2 

现在令 e — 0,于是仿照 （8) 之 法有： 

T GCP ^) d ~ G ^^ dS P -^ GiQ^QO . 

• tj CJ 

30 j + 3^2 

同理 

T G(F,Q 2 ) — G 4 F - Q i > dS P -^G(.Q„Q 2 ). 

JJ o r 

af ^+ af ^ 

因此定理得证. 



现在有两个 问题： 首先，求出格林函数后， （16) 是否为所求的狄利克雷 
问题之解？因为我们是在狄利克雷问题有解的假设下得出解的公式 （16) 的. 
这个假设是否成立还有待检验.如果 （16) 确实是解，则这个假设得到了确 
认. G ( F , Q ) 当 P 关 Q 时是尸的调和函数，但由上面证明的对称性可见，当 
Q # 尸时 G ( P ， Q ) 也是 Q 的调和函数.在 （16) 式中 ， Pe dD 9 当 Q 6/2 时， 

自然成立，因此 （16) 式的被积函数是 Q 6/2的调和函数.利用积分号 
下求微商即知 WQ ) 是 D 中的调和函数.满足边值条件的证明要困难得多. 

因为我们很容易看到 = o [\). 因此，当 Q 从 D 内趋向 aQ 上一 

d n ^ 

点 A 时，将会出现形如 



2 


/(P) 

( P , P !> 


dS 



的积分.分母的次数恰好与积分区域的维数相同.所以这是一个发散积分. 


它是所谓的奇异积分.关于它的理论是现代数学的一个重要成果，我们在这 


里当然无法涉及，而只有在下面的一些特例中看一下是如何处理这个问题 


的.第二个问题是如何求格林函数.其实，我们是把一个一般的狄利克雷问 
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題化 为一个特殊的狄利克雷问题（以 i 为边 值). 但是物理学将启发我们怎样 


求解.这就是下面讲的 

2. 半平面的格林 ™ 从现在起，我们限于讨论平面问题，而将” = 3 


时的相应问题留作 习题 . n = 2时，拉普拉斯方程的基本解是一 2^1 n 
(9) 式成为 


，而 


u(Q) 


27 C 




f* 


30 


d U 

d n 


In 


u^-\n 
a n 


dS • 


格 林函数现在是 


G(P ， Q) 




2 tc 


In 


( P , Q ) 


v(P 9 Q) 


(19) 


( 20 ) 


A P t;(P,Q) 




0 ， v 


30 


In 


r 




当然，格林函数仍有对称性. 



为了求上半平面的格林函数，我们设想除在 Q 点有一个单位正电荷外， 
在 Q 关于 af 3( 即 : y = 0) 的对称点（镜象 ) Qi 处放一个单位负电荷 • 很容易想象 
到，这两个电荷所产生的总电位在上半平面 D 中除在 Q 点外都是调和的，而 
在 afi 上抵消为 0. 所以总电位就是格林 函数. 因此 


G(P,Q) 




2兀 


In 


r(P,Q) 


In 






( 21 ) 


以它代入 


u(Q) 




/* 


d 


/( 尸） f-G{P^dS P . 


( 22 ) 


注意到在 SO 上 


a 


d 


d n 


9 yi 9 




rl 




{x — x x ) 2 + iy — y x ) 2 9 
Cr — x x y + (：y + : yi) 2 . 


§2. 简单区域中的狄利克雷问题 
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(其中 r = r ( P , Q ), r x = r { P 以及在 30 上 ％ = 0，即有 


d 


3 yi 


In 


d 


r 


9 


3 yi ln ^ i 


9 yi 

d 


In 


3 yi 


In r x 


3 r 

3 yi 

\ d r x 


(y — yi)/ 


2 


n 9 yi 


(y + yO !r 


因此，由 （22) 式有 

u{Q) 

因此狄利克雷问题 


7C 






+ 


u{x l ^0')ydx l / ] i{x — x x Y + y ] . 


之解如果存在的话，必为 


△m •= 0 于: y > 0处， 

U | 产 0 = fix) 


uCx 9 y) 





7C 



f{t)ydt/\^{x — t) 2 + y] • 


(23) 


因此，若此问题有解，解必是唯一的 • 但是我们需要考虑这个积分的收敛性. 
通常我们设/在（一 00, + oo ) 上连续而且当| / I — CO 时， f ( t ) = 0( ⑷- a ) ， 

a >0- 虽说只需设/有界就足够保证 (23) 式当3；>0时的收敛性，但我们仍 
如上作了较强的规定，其原因在下面就可以见到 • 本节开始时，我们指出了， 
无界区域上边值问题与外问题不一样，而要有专门的 处理. 这里假设/0)= 
OC \ t \~ a ) r a >0 9 就是无界问题中才出现的附加 条件. 

.. 9 

现在要证明 （23) 式确实给出狄利克雷问题 的解. 首先证明它是: y > 0处 

的调和 函数. 这当然很容易直接在积分号下求微商来证明，但我们宁岢采取 
另一个 方法. 令 z + ^ y ， 则 





yt 


冗 [Cr — 0 2 + y] — ni [_{x — ty + y" 


Re 


[TTZ (广 —— 之 ) _ 


因此 


u(x 9 y) = Re 



no 


it — z) 


dt 




(24) 


右方的积分除相差因子 1/2 是柯西积分，因而是2的解析函数，其实部自然 
调和. 


为证明它满足边值条件，不能直接在 （ 23) 中令 y = 0 9 因为 （ 23) 式是在 
•y > 0 的条件下导出的.我们只能在其中令而证明其极限值是 /Or). 
以这个极限值作为 wCr ，： y ) 在犯上 的补充定义，得到的 m 在 Z 1 上连续.以后 
说狄利克雷问题的解都是指在这个意义下满足边值条件 的解. 因此现证 
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lim uCxjy ) — fix ) • 

►。十 

我们要注意，当 :V — 0+时 X ).这一点由定理 

2. 3. 12即可看到（不过要把离散的参数 n 换成连续的: y > 0,但定理 2. 3. 4的 
证明仍适用）.所以 

lim u ( x 9 y ) = </(^) , SQ — x )) = . 

但是谷 e 逆 ' 应作用于 no e cr 上，现在的 no 则不适合这个要求. 
不过由定义 2. 3. 1的 （23) 式（对于 l = S { t - x 、， 应取其中々= 0,那里的例 
2中已讲到这一点），可见5可以推广到作用于紧支集连续函数上去 • 但/(0 
连紧支集也没有，补救之法是利用单位 分解. 取 sK 0 6 Cr ( R ) 而在〖=工附 
近为 1. 于是 0(0 和1 — 000构成 R 的单位分解，令 

fit ) = ( pit ) fit ) + [1 — 0 OO ]/ O ) = / i (，）+ / 2 (0 • 

U = Ui U 2 9 

Ujix ) = — fj ( t ) ydt/\^Cx — t ) 2 + y ] , j = 1,2 . 

TV ^ — oo 

j = 2 时，积分区域不包含^=1的一个邻域，因此可以直接令: V — 0+而知其 
极限为 0. 积分区域中包含 £ = 时不能这样做，因为0+时在 i ==« r 处无 
极限.奇异积分理论可一般地讨论这个问题，现在则可用定理 2. 3. 12证明〜 

— fix ). 

现在回到 （24) 式.拉普拉斯方程与解析函数有密切 联系. 但是对解析函 
数不能提出狄利克雷问题，而只能提出：求一解析函数 FO ) 使其实部适合狄 
利克雷条件.这就是求共轭调和函数的 问题. 但是容易看到，若^是〃的共轭 
调和函数， t ; + C 也是，且包括了所有共轭调和函数•由 （24) 立即可见 

F = — r j \ t、dt / if — 之）+ ’C (25) 

TtZ m — oo 

即所述问题的“通 解”. (25) 称为许瓦兹 ( Schwarz ) 公式 ( H . A . Schwarz 是德 
国数学家，不要把他和广义函数论的创造者法国数学家 L . Schwartz 混起来 ）• 
现在可以解释为什么要设/(0 =0(\ t \~ a ) 9 «>0 了.因为这可以保证 （25) 
的收 敛性. （25) 包括了两个 积分： 一是其实部（23)，收敛性 较好； 一 是其虚 
部 

丄 f 00 /⑴•（卜 x ) ? 

7 r % _oo [(x 一 i) z + y 2 ~\ ’ 

收敛性较差 & 

3. 圆的格林函数 对于圆，什么是对称点呢？请注意，我们使用对称点 

是为了使当 P e aQ 时 ， r = rv 若圆半径是及，作 Q 使 AOPQ 〜 AOPQi ， 




2. 简单区域中的狄利克雷问题 


103 


应有 r :R = 7 r 1 ： p l Cp 1 = I OQi \ ^) j Pi R = R ipiCp 


\OQ\). 所以 Q 的取法 


是在 OQ 的延长线上取得使外=及 2 /仏0与兑称为关于圆对称，如用极坐 
标，知若 Q = ( P ， 沒），则 Qi = {R 2 /p 9 d) ,而当 Rr l /p l = pr x /R. 


因此 


G(P,Q) 




_丄 - 

2兀_ 


In 


In 


Pri 


(26) 


即所求格林 函数. 若 P 之极坐标为（办，〜）， 
现在 


0 


9 n 9 p P 9 


r 2 =p z P + p 2 — 2pppcos{d P — 0 ), 

r\ =p z P + p\ — 2p P p l cos (d P — d) 9 


1 

Q 


则 


Qi 


d n 


G(P,Q) 




2nR 


R 2 


P 2 Pp 

R ， 


图 


当 P e ao 时，办 = 沢，代入 （22) 即得 


u(p 9 d) 


1 f . _ R 2 - P 1 _ 

2 ^R J J R 2 - 2 Rpcos(d - cp) + p 2 


2 n 


r2fc 

f(9) 

Jo 


R 2 — p 2 

R 2 — 2Rpcos (d — <p) p 2 


dcp 


(27) 


(心改写成了灼. （27) 称为泊松公式. 

我们也要验证 （27) 确是圆上狄利克雷问题的解.它是圆内调和函数是明 
显的，余下的仍只是需证明它适合边值条件.方法仍是利用定理 2. 3. 12.不 
过要稍微修改而证明若一妗是 [0,2； r ] 的周期为汰的连续函数（即 
圆周上的函数），0是一参数，则当适合以下两条件时必有 lim F p (6 -<p) = 


p^R 


8(8 — <p) 


(1) 对任意奶，％ e [ 0 , 2 ^ r ] 


F p {6 — (p)d(p 


(2) 在区间[仍，％]上 


lim 

p^R~ 


F p {6 — <p)dq> 


证明留作习题.现在注意 


10, 

R 2 - p 2 


0 e [ 灼，％]， 

没 e [ 灼 ，％] ， 


2^r R 2 — 2Rpcos(0 — <p) + p 2 




d n 


G ( P ， Q )， 而 w 


=1 确为以 1 为边值的狄利克雷问题的解.所以 


2tt 


m 27T 

Jo 


R } — 

R 2 — 2Rpcos {d — cp) -\- p 2 


d<p. 
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因为被积函数恒非负，所以条件 a ) 成立. 为证明条件 （2) 成立，注意当沒 e 
[奶 ，矜] 时 cos (^ _ 9) < 1，因此被积函数之分母当 P — 及时严格大于某 

正数，由分子趋于0即知这时积分趋于0,而当没6 (仍，％)时 



疇 

J [0,27r]\[^,^ 2 ] 



% 

* 

• [0,2«"]\[炉1，?^] 



由此立即有 


1 


R } — p 2 


27 T R 2 


2-R^cos — <p) p 2 


S(6 — <p) 




4. 调和函数的另一些性质 由泊松公式可以得到调和函数的另一些重 


要性质. 

(1) 令 p = 0我们又得到平均值公式. 

(2) 设^(0) ec ( fi ) 满足平均值公式:’重复极值原 
理的证明—闭区域上满足极值 原理. 在 d 内任取一圆 b 使$ 
czn 9 以 z / U 为边值求解狄利克雷问题，利用泊松公式可得其解 r 在5内任 
一个圆（不是 d 内之任一圆，因为^在 B 外无定义）上 ， w — t ； 满足平均值公 
式，因此必在圆周上达到最大与最小值 • 现在就考虑万， 因为 U — vU = 0, 
所以 z / 三 t ； 于 J 5 中.即是说1/在 X 3 内的任一圆中都是调和的，从而在 D 内是 


调和的. 

(3) 调和函数和解析函数类似有可去奇点定理 • 但 ^ = 2 

与打= 3^S^iirin = 2时，若 W(Q) 在 A 点（设为原点）附近（但 A 点可 
能除外）调和，而且 

u(Q) = o(l)lnr(A,Q) , (28) 

则可以补充 〆 Q ) 在 A 之值使^在包括 4 点在内的 4 的某邻域中 调和. 证明 

如下 ：作以 A 为心、及为半径的小圆 5 含于此邻域中•令 

v e (Q) = e[ln(l/r(A ， Q)) — lnd/i ?)] ， 

%在外圆半径为及、内圆半径为谷>0的环中调和，在 3 B 上为0而在内> 0. 

再用 Hae 为边值作调和函数々（用泊松公式），于是 — 〜在£\{川中 
调和，在 ae 上为 o . 现将 w 与％比较，并证明在任一固定点处 | w | 
< %对任意 e 成立. 事实上，对任意％只要取3充分小，则一方面由 （28) 式 
可以使在内圆圆周上 | w | < t ； e . 但在 ae 上 w 与％皆为0,故由极值原理，在 
D 内 | te ; | ^ t ； € . 而在 Qi 点此式也 成立. 不论£取何值，适当取3，这总是可以 
作 到的. 因此令 e — 0即知切三0,以 〜 CA ) 作为 z /( A ) 之补充定义 
而定理得证. 
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n = 3 时证明与此相同，但 （ 28 ) 应改为 

u(Q) =o(l)(l/r(A,Q)) . (29) 

(4) 本章开始我们定义调和函数是 ^u = 0^C 2 

解 . 但实 ^ 高的光滑性，它自动地成为 Cr ， 30 的解析函数 . 
这并不是说它是 : r + b 的解析函数，因为复变量的解析函数除恒等于常数外 
不会是实值函数，而我们讨论的调和函数则是实值的（否则就不会有极值原 
理了） . 我们说调和函数是 Crw) 的解析函数，是指它在每一点（设为（ 0,0)) 
附近可以展成的幂 级数： 


u(x 9 y) = 2 dmnX m y n . 

m,n=0 

原因是，若以 m 在（ 0,0) 为心、及为半径的圆周上之值为边值，则 z / 可以用泊 
松公式表示.但是 

R 2 一 p 2, 

R 2 — ZRpcos (d — <p) + p 2 

— R 2 一 

R 2 — 2R (xcos<p + ysin<p) + (a： 2 + j 2 ) 

当 Cr ， 30 在 （ 0,0) 附近时确实可以展幵为 Cr ， 30 的幂级数.代入泊松公式即得 
调和函数的幂级数展开式 . 

不但如此，当《 = 3 时，调和函数 MO ，，，％ ) 也是 (^ ，： y ， z) 的解析函数 . 
对任意多个自变量情况也都如此 .= 0 的 C 2 解如此，其逆 ' 解又如何呢 ? 
下面将证明 ，△^ = 0 的所有逆 / 解都是 (^° 解，因此也都是解析的 . 

(5) (Liouville) ga. 解析函数有一个重要性质：在整个复平面 

上解析的为有界 则必 ^ 常数 . 对调和函数也 如此： 

和且有界的函数必恒为常数 (Liouville 定理） . 证明它只需式 €5 
了 . 分别记以 0 和 X 为心、 i? 为半径的球为 £〆() ）， 5〆 ^).它们的体积皆相 
同，为 | 及 J = C n R\ 利用体积平均值公式（见上节习题 6, 它在 n 维情况也成 
立），有 

|w(x) — w(0) I = IJS W I _1 u(y)dy — u(y)dy 

J B r (x) J B r (0) 

* i« 

< \B n \~ l \u(y) \dy . 

J J B R (xyAB R W 


这里 Br(^x )(0) 是对称差： U DSr(0)\Br (: r)] 
( 图 6 — 8 ) •记 Halloo = sup |w(y) I ，有 


uix) — u(0) j < ||m||oo \B n \~ 1 


dy 



|jy|< 及， \y—x\>R 


|>|> 及， |y—x|<ii 



< IWU 瓦 I— 1 dy 

J R — I 工 I < I</?+ I x I 
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= ||w||oo |5„|-1 [(及 + \x\y — (R — \x\y^\ 

= oa / R ). 

令 i ? — oo 即有 u(x) = u(0 ). 

(6) 哈纳克 （ Harnack ) 定理*设 {〜( Q )} 是 *0 
中的调和函数序列，而且在 D 中一致收敛于 
“(0)，则 WQ ) 也是 i 2 中的调和函数.证明很简 
单.作一个圆 BC ：/2, 则〜在泌上也一致收敛于 
u . 在泊松公式中求极限即得. 

(25) 式把半平面上的格林函数与柯西积分 
核 1 /G —« r ) 联系 起来. （27) 式其实也是一样. 
记 aQ (现在是以 （ o , o ) 为心及为半径的圆周）上 

之点为广= Re i<p , O 内的点为 z = />〆 ，贝!1 



S 6 — 8 


_ R 2 - p 2 _ = \t\ 2 - 1 ^ 1 2 

R 2 — 2Rpcos(0 — <p) p 2 ~ \t — z\ 2 

= . 

t — z 

因此也很容易解决以下 问题： 已知圆内解析函数 / oo 之实部在圆周上的值， 
求此解析 函数. 其通解为 




2 n 




Refit) 



d(p + iC ， 


c 是任意实 常数. 它是在圆上的许瓦兹公式. 


(30) 


习 


题 


• 设 g ( p ， q ) 为格林函数，证明 


(1) 0 <C — G (尸， Q ) 〈 


1 


(尸， Q ) ， 


当 P 关 Q ，尸 ， Q G D 


謇 


[提 示： 考虑 （15) 并应用极值原理 .] 


( 2 ) 


3 GCP ， Q ) 

d n 


dS 


1 


[提 示： 考虑 （16), 取 


争 


2. 用镜象法求第一象限的格林函数 

3. 求半圆域的格林函数. 


4•当 


3时，求上半空间 { Cr ，： y ， 之）； 2 ： > 0} 以及球 { Cr ，： y ， 之）；工 2 + y +之 2 </? 2 } 


的格林 函数. 并给出相应的狄利克雷问题的解. 


5 - 证明定理 2. 3. 12的 修改： 若的是[0,2冗]的周期为狀的连续函数，而 


且 


(1) 对任意 ft ，％ G [0,2 
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F P C 0 — 9) d(p , 


(2) lim F p {6 — q >) d<p = 

” R — 」史 1 


0 , 


9^ ( ft ，％); 

9 e [灼，矜]， 


则 


lim F p {6 — < p ) = d (6 — < p ). 

6. 证明哈纳克不 等式： 设 w 在以 Q 为心及为半径的圆 S 内非负调和，而在 S 上连续, 


则 


|^ W ( Q )<,( P )<|±^ W ( Q ). 


p e s 是 b 内任意点， \ pq \. 

7. 证明以下更一般的哈纳克不 等式： 、 

(1) 设是中的调和函数， B , R ( Q ) an , 证明对私 ( Q ) 中任二点尸 h 込有 

w(Pj) = |B/21 -1 uix)dx ^ lB /^ 丨 - 1 u(x)dx 9 

JB^P^ 』 £ 2R (P 1) 


U(P 2 ) = I I 1 




u ( x)dx ^ 1 


uix ^ idx ^ 


B 2 R^ P l 


(2) 利用 （1) 证明 


sup u ^ 3 n inf u . 

B r {Q) B r (Q) 

(3) 证明一般的哈纳克不 等式： 设在 D 中调和，尺 czczfi 是的连通紧子集, 


必可找到一个只与有关的常数 C 使 


sup u inf w . 

K K 


8. 证明 w == 3 时的可去奇点定理. 

9. 设 d 是有界连通开集， o e d ， 妒 e cm, u ( x ) e cm n cnm 满足方程 

(Aw = 0 , 在打内， 


W I ao = ^； 


而 v ( x ) 是定解问题 


Aw = 0 ， 在 0\0^ 


w|ao 




的有界解，证明 


u ( x }= 耵（工）， 于 | T 2\0. 


io . 设打是有界连通开集 ， oe 证明不存在这样的函数 〆 x )， 它在 s 上连续，在 

\ 

上调和，并且在50上 满足： w U )< r < w (0). 

11- 设爲是以及为半径的二维球面，球心在 原点. 若 Qp 0 2 位于过圆心的同一半射 
线上且 OQrOQ 2 = i ? 2 , 则称兑,0 2 对该球面对称（互为反演）. 证明： 若 M 在球内调和，则 


^ i ( P ) 




«( Q )( Q 与 P 互为反演）是球外的调和函数，这里 


\ OP \. W 卜仏称为开尔 


文 （ Kelvin ) 变换. 


11. 证明幵尔文变换 之逆： 若 A ( P ) 在球外调和，而且 lim 〜( 〆 ) = 0,则其开尔文变 


fh^OO 


换 u ( Q ) 


仏（尸）， 


\ OQ \ 在球内（包括 O 点）调和 
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§ 3. 关于一般椭圆型偏微分方程解的正则性分析 

上面几节中我们都只讨论 △“ = () 的 C 2 解，而§ 2中证明了这些解都是解 
析的（从而也都是 C 00 解）. 这并不是偶然 的事. 在建立广义函数时，我们以 
C 7 为基本空间而得到了容许很高奇异性的对象（如5函 数）. 所以，研究广义 
函数时， 一 个核心问题是讨论奇 异性. 为此，就有必要对什么是奇异性划一 
条清楚的 界限. 简单地说，由于我们是在 C 00 框架中讨论广义函数的，所以， 
凡是破坏性质就称为奇异性，而保持 C 00 性质就称为正 则性. 第二章中 
给出广义函数奇支集定义时，我们就是这样 做的. 与之相比，如果我们是在 
解析函数框架中讨论问题，破坏解析性就是奇异性，保持解析性就称为正则 
性. 在复分析课程中，我们就是这样做的. 

我们现在要证明 △“ = () 的广义函数解的奇支集 为空. 这件事与拉普拉斯 

方程基本解的奇性分布 有关. 不论在 n = 2 或 n >2 时，基本解 Clnf 或 

Cr 2 — n 的奇支集都是一个孤立点 {r = 0}. 现在我们给出如下的定义： 

定义 6 . 3 .1 若 C °° 系数的线性偏微分算子尸=具有以下的 

性质就称 P 是亚椭 圆的： 对任意 u 6 ④ r ， sing supp u (Zsing supp Pu . 换句 
话说:尸是亚椭圆的当且仅当对任意开集 12 匚 R " 及任意 w 6 级 Cf 2)， 由 Pu 

€ C 00 寸得“ G 03)( 请读者作为习题证明）. 

因此， 若五 是亚橢圆算子 P 的基 本解： 尸£ =谷，则因 sing supp PE = 
sing supp d = {0}， 所以 sing supp £匚 { O }. 重要的是，若 P 还是常系数算 
子，上述结果的逆也成立 • 

定理 6.3.2. 设 P 为常系数线性偏微分算子，而且有一基本解 £( x ) 使 
sing supp E = {0}，则 P 必为亚椭圆的 • 

证 设 a 6 您'，对任意工系 sing supp 尸 w ， 必存在 x 的 e 邻域及 Or ) ， 

使得及 (x) f| sing supp Pu = 0. 令炉 6 <^°CB e Cr)) ， 且 <p\b £/2 ^ = 1 ， 则炉 Pw 

6 Cf ，而 P(<puy = <pPu + v 9 v 中各项皆含有炉的不低于 1 阶的微商作为因 
子，故在外及 B e /2 ( x ) 内 p = 0. 现在 

jE * w)= 五关（炉 Pu) + £ * t ； ， 

其中 £*( 炉 Pw ) 由定理 3.1.3 知为 C °° 函数，对第二项，因定理 3. 2. 3有 

sing supp(£ * t；) d sing supp t ； + {0} ； = sing supp v CZ supp v. 

因此 £ * x ； 在5 6/2 0)上是 C °° 的，但另一方面 

E * P{<pu) = P(jE * (<pu)) = (PE) * {(pu) = d * (<p u) = q>u ， 
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所以沪 w 在 B e / 2 ( x ) 上是 C °° 的，即： r € sing supp u . 于是 

sing supp u d sing supp Pu 、 

P 为亚椭圆的. 

把这个结果用于拉普拉斯方程即知 △ 是亚橢 圆的. 特别是可以得到著名 
的外尔一许瓦兹 （ Weyl-Schwartz) 引理： 

定理 6. 3. 3. △: y = 0的一切您 '（*0) 解皆为 C °° Cf 2) 解. 

但这个定理只说明“在 D 的内点光滑，而在 an 上 a 可能有很高的奇性. 
本节讲的结果对一般 C 00 系数的橢圆型算子也是成 立的： 即它们都是亚 
椭圆 算子. 例如，对 m 阶常系数线性偏微分算子 P ( D )， 如果它是椭圆算子， 
即当 f 关0时其主象征 P m ( f ) 关0,因此在单位球面 { h | f | = 1} 上， 
min | P m (0| = C >0. 由于 P w (0 是 f 的 m 次齐性多项式，故 | P W (0| > 

If I =1 

c \ e \ m . 首先我们有 

引理 6.3-4 设 P ( D ) 是 m 阶常系数椭圆算子，必存在常数及>0,使全 
象征 PCO 的零点全在 { f ; Id 关 0} 内. 

证 将尸 ( O 按各项次数分组而得 

P(0 = p w (0 + JO + …+ P 0 (O , 

Pm — ki ^) 是 f 的 m 次齐性多项式，因此 

1^(0 |> |P,(OI - (lh—AOI + …+ |Po(OD 


> cie\ m - = c \ e\ m ~ x 


/ M 




令/ ? = A // C 即知当 Id >及时 P ( f ) 关 0. 引理证毕. 

4 

现在考虑 PCD ) 的基本解£ 6 y ，则五的傅里叶变换云6 y ，由 

P ( D)E = d ， 知爸 但是尸(0的零点使得很难求_的逆傅里叶 

变换. 但由引理知其所有尸 ( f ) 的零点在|$| <及内，故若作 ecr ( R ”) 
使在|多| <沢上7(0 = 1，则可令 ^ sF - TCl - zCOVPCO ]， 显然五 
Y ;• 于是 P(D)^(x) = F^UPCD^EO^ ) = F-Hl - KO)= 谷 Cr) 一 

其中广 7 6 这样，虽然 KCr ) 不是基本解，却也“相差不 
多”，不妨称为“拟基本解”.对拟基本解五 m 我们有 

定理 6.3-5 设 P(£>) 是 m 阶常系数椭圆算子，&为其拟基本解，则 

sing supp & = {0} • (31) 

证记^ = KO , 则 r 6 C 00 n y ，且由上一引理证明中知 

IKOI < C (1+ Rl ) 1 -' 再由 JO 的 齐性. 可以证明对任意重指标《，存 
在常数 C a ， 使得 


D? r(0 | <C a (l + 
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对任意 9 三 计算 

〈 DfCr a F—HrOCr) ， 妗 

=(- I) 1 # 1 〈厂， F~\x a Di<p)) 

= (- l)'^<r , (-D?X^O)> 

= (- r) ， <p )) ， 

所以 

Di(x a F~ l (r)(x)) = (- 1)WF-K^DfOOC^OU ) ， 

而 

l ^ D ? r(Oi < c a (i + \ e \ y ~ m+m ~ ]a] . 

对任意办取 I 卢 I = *7’，|«| > 1 — m + |/?| + ” = 1 — /w + j + w •则 ^ D a e r 
是在 R" 上绝对可积函数，因此 F _1 (PD?r) O) 是连续函数，即可得 
x^-HrKx) G C J 9 这便可得 F-HrKx) 在 x 关 0 时是 C°° 的，即有 

sing supp F~ 1 (r) — {0} - 

定理 证毕 . 

利用此定理，在定理 6. 3. 2 的证明中以拟基本解五：代替五，便可得到同 
样的结论.即 

定理 6.3.6 常系数椭圆算子是亚椭圆的 • 

对变系数椭圆算子，也可以利用拟基本解证明其亚橢 圆性 . 不过，那 
时的拟基本解比常系数情况复杂得多 . 


§4. 一般区域内拉普拉斯方程边值问题简介 


1. 应用积分方程方法 上一节中我们通过格林函数解决了一些特殊区 
域中拉普拉斯方程的狄利克雷问题 • 对于一般的区域或其他边值条件问题又 
如何？解决这些问题的途径之一仍是利用基 本解. 从 （9) 式知拉普拉斯方程 

的解可写成由边值…扣及!^ 和基本解构造的单层位势及双层位势 之和. 

d n 3(2 

但对拉普拉斯方程只能给一个边值条件，所以我们设〃只是单层位势或双层 
位势，例如对狄利克雷问题，可设其解 W 为双层位势 

u(x) = d„ E{x 9 y)<pCy}dS y . (32) 

Jao y 

当然，史不一定是 u ( x ) 的边值，是待定的未知函数（假设它在 边界泊 上连 
续）. 由于 £ Cr ，30 为拉普拉斯方程的基本解，记\£(工，30=尺(工，30,则可 
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证明（这里不证) K (: t ，30 有如下性质 




f% 


K ( x ， y)dS 


1 , 




lo , 


当 : r G ; 
当 ： r G aQ ; 


(33) 


当 <r 6 if2 


K ( x 9 y ) = 0 (\x — yl ^ 2 ), 
并且还可进一步证明存在常数 C ， 使得 


于 X 30， 


(34) 


r% 


\ K ( x 9 y ) I dS y ^ C . 


(35) 


- (x) = lim u{x - i/i(<r)) ， w+ (x) = lim u(x -tn (x)) , x G n(x) 

卜 0— 卜 0+ 

为 x 处 ao 之单位外法向量，于是我们有 

定理 6.4. 1 假设 C ( aO ), u ( x ) 由 （32) 所确定，贝 ij 



< p ( x ) 







KU ， y )< p ( y ) dS y ， 


(36) 


( x ) 


炉 Cr) + 


/% 


K ( x 9 y )< p ( y ) dS y . 


(37) 


设工 G 沁，而 i <0 充分小，则 x + f / iOr ) 6 D ， 于是，由 （33)， 


/% 


Cr + tn ( x )) =< p ( x ) 3 n jE(x + tn ( x ) 9 y)dS 


y 









d n E(x + tn { x ) 9 y )( f ( y ) — < p ( x))dS 


y 


炉 o) + 






d n E(x + tn ( x ) 9 y )(< p ( y ) — < p { x )) dS y . 


而第二项积分在 


o 是连续的（作为习题: K 于是，令 £ — 0 可得 


— ( 工） = ^(i) 



/• 




K ( x ， y )< p ( y)dS 


y 




•/ 


< p ( x ) K ( x 9 y)dS 


y 


<pix) 





r% 


K{x 9 y)q>{y)dS y . 


若取0>0,同理可证 （37). 定理证毕. 


根据〃的边值条件 H 


/，由 （36) 可以得到关于炉的一个算子方程 


9~\~ T K q > = f • 


(38) 


TV 是一个以 KCr ，： y ) 为核的积分 算子. 可以用积分方程理论处理它，也可以 

用泛函分析的一般理论来讨论.有兴趣的读者可以参看彼得罗夫斯基著、段 
虞荣译《偏微分方程讲义》(高等教育岀版社）或[美 ] Gerald B . Folland 著、 

齐民友等译《偏微分方程引论》(高等教育岀版社）. 
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2. 变分方法 现在介绍另一种方法——变分法的 思想. 在第二章§1 
讨论了弦振动的哈密顿原理，现在再看另一类物理 问题. 若“是 dcir 2 中的 

电场电位，则它应使位能 


ECu ) = 


(ul + u 2 y)dxdy 


(39) 


在某一函数集 m 中达到 最小. 在考虑狄利克雷问题时应要求“适合边值条件 
u\ 3[i = f 9 这就成为定义 M 的条件 之一； 其他的条件则是 M 应具有某种光滑 

性 等等. 经典的变分学把这一极值问题化为微分方程 问题. 实际上若 
使 E ( u ) 达到极小，令 C ^( O ) ， m 。 + A 炉仍适合边值条件，从而至少对充 
分小的 A ， E ( u 0 +又 炉）》 E ( u 0 ). 即是说 F ( A ) = E ( u 0 +义炉）当 A = 0时有 


极小值，因此 F '(0) 

广】、 - 

J/ \A.) - 


= 0，但 

{ u\ x + u\ y )dxdy + 2 A 



iu 0x % + u 0 y <Py)dxdy 
a 



(<pl+ <P 2 y )dxdy. 
a 


所以 F f (0) = 0 给出 

( u 0 x < p x + u 0 y < p y )dxdy = Q • (40) 

用格林公式可得 

仏 Uo)<p dxdy = 0 ， V ^ G C ^° (^2) • 

JJ n 

所以 Aw = 0,而 w 即所求狄利克雷问题 的解. 所以，要想求“。是使得泛函 
£00取极小，即 mmECu )= E ( u 0 ) 9 只要解一个狄利克雷问题 即可. 这种化 

u^M 

极值问题为微分方程的问题的作法我们在第一章中即已看到 • 但这个方法还 
可以从另一个角度来看，把求解微分方程的边值问题化为求解一个变分问 
题： 为了求上述狄利克雷问题，首先直接求 E ( u ) 的 极值. 事实上，因 E ( u ) 
> 0，所以一定存在下确界 inf £( w ) = d . 如果求出了 m 。 6 Af 使 £( Mq ) = A 

M 

则 W 是狄利克雷问题 的解. 黎曼 ( Riemann ) 从这样的想法出发提出 


SS ••取 

M = {w G C 1 ^) f ] C ( H )； ul , 4 在 中可积， u\dQ = f ) • 

一 定有一个序列 {〜} 〔¥使狄利克雷形式£(〜）—义黎曼认为 {〃《} 应有极 
mu 09 使得 £( w q ) = a 变分问题之解％即狄利克雷问题之解 • 

一 这个想法在物理上有坚实的基础，但在数学上有重大缺陷：维尔斯特拉 
斯 （ Weierstrass ) 指出， E ( u ) 在 M 中衰工，迁王篆生養连赵 

达到其下确界而得最小值，即不一定存在心使£(仏）=义可以举一个例子 
来说 明它. 设 M = {u G C l ( H ) , 12 = [― 1，1]， u (— 1) = — 1， ^(1) = 1}， 
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£00 = P x 2 uldx. 这时若令 = 销 ，易见 〜 eM ， 而 

J — 1 arctanQ/ej 

且 

E(u e ) ^ ( 工 2 + e 2 )(u e f ) 2 dx 


e 2 n dx 
arctan 2 ( l / e) fc ~i x 2 + e 2 


2 ^/arctan 




所以，当 e — 0 时， E(uJ — 0 而有 0 = inf £( w ). 但若有一个 w 6 M 使 £( w 0 ) 

M 

= 0,必有 ^'^0, 而 ME 常数，但任意常数都不可能适合这里的边值条件. 

虽然黎曼的推理有这样的缺陷，由于狄利克雷原理在物理上是这样有 
力，所以它仍然吸引着 人们. 一直到1900年，希尔伯特 ( Hilbert ) 才找到了这 

个原理的准确提法而且证明了它.这在偏微分方程的历史上是一件大事. 

进一步分析这个作法还看到另一些重大 问题. 首先，即令 A 
{〜} (称为极小化序列）在什么意义下收敛？这时，只好把 E ( u } 本身作为一 
种_，而且认为 £(〜 一心 ）— 0 就是〜在此度量下趋于〃。 • 这就是采用能 
量 g 度量，这在物理上是很自然的.我们在第八章中还要遇到它.问题在 
于，是否由五(〜）就能保证在 M 中找到汉。使丑(〜 一 心） — 0?而且仏又 
恰好有必要的光滑性以在古典意义下解决边值问题呢？ 一 般说是不行的.为 
此就要扩大 M ， 加进新的对象.用数学语言来表达，即要求将 M 在上述度量 
下完备化，但完备化以后加进去的新对象不一定具有必需的光滑性来适合 
△心= 0. 为此就有必要推广微商的定义使得可以说&是狄利克雷问题的广 
义解. 然后，我们可以再进一步分析广义解的正则性（如定理6.3.3)，以便证 

明广义解在适当条件下会成为古典解.当然，所有这一切都需要经过细致的 
努力. 经过完备化所得到的函数空间就是著名的索伯列夫 （ co 6 ojieB ， Sobolev ) 

空间，这是一类广义函数空间.所以，广义函数空间，更准确地说是索伯列 
夫空间，是变分方法自然的框架.例如关于一类索伯列夫空间 HKD ) 我们有 
定义 6.4.2 我们用 H \ Q ) 表示一切 u G L 2 (0 ) 9 且其一阶广义微商 

G L 2 (« Q)(j = 1，2，…， w ) 的函数的全体所组成的集合，即 

o Xi 


H l m = {u ； U 9 L 2 (f2) 9 j= 1 ， 2,… ， n} • 

O OC j 


并规定其范数 



(41) 


( 42 ) 
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称好⑴）为索伯列夫空间. 

根据上述范数可在中引入内积，并且能证明它是完备的，因而 
H \ n ) 是希尔伯特 空间. 其他的索伯列夫空间也可以类似地定义 • 

前面已经知道求 E ( u ) 极小这个变分问题等价于求方程 （40) 的解 U 0 e 
M ， 而变分问题的解不一定在 A / 内，它可能在 M 的完备化空间内，于是这完 
备化空间内变分问题的解就称为方程 （40) 的适合条件 wU = / 的边值问题之 
广义解. 记 cro 3) 在范数|14下的完备化为讯⑷），同样可证明它也是希尔 

伯特 空间. 更准确地说，我们需要给定在犯上的函数/可以向 D 延拓成/ 
(当然也看作已知的）： H 1 ⑴），且7 | af 3 = /• 令加=“一/，则 
mm . 并且记 

D(u ， v) = Cu x v x + u y Vy)dxdy ， u ， v G //J(iQ) • (43) 

Wt4 H 

则 （40) 化为由方程 

D ( zv 9 v ) = — D(f 9 v ) , V G Hl ( O ) (44) 

求解 w 6 HICO ) , 而 w = w + 就称为原狄利克雷问题的广 义解. 

其存在唯一性可以利用泛函分析中的 Lax — Milgram 定理来证明 • 

定理 6.4.3 ( Lax - Milgram ) 设 H 是一是希尔伯特空间， B { u ， v ) IH 

上的双线性形式，具有 性质： 

(1) 对称性，即50，取）=; 

(2) 有界性，即 \ B ( u 9 v ) \ < M || w || - \\ v \\ 9 0< M<oo ； 

(3) 正定性，即 Bu ，“）> y | kii 2 ， y>o. 

又设 fo ) 是 h 上的有界线性泛函，则存在唯一 w e h ， 使得 

B ( u 09 v ) = F ( v ) , y v H 

成立. 且有估计 

lkll < yll^ll • 

以 D ( w ， tO 代替 5 O ， t 0, 以 £>(?»( 其中？'为已知固定的）代替 F ( r )， 

w 

则可得到原狄利克雷问题的广义解的存在唯一性及稳定性. 

索伯列夫空间在偏微分方程各部门中都有极为广泛的 应用. 可以用它为 

基础来展开本课程的 内容. 读者可以参看姜礼尚、陈亚浙编：《数学物理方程 
讲义》(高等教育出版社， 1986). 更进一步还可以看 O . A . Ladyzhenskaya , 

The Boundary Value Problems of Mathematical Physics 9 Springer - Verlag ， 


1983. 
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§ 1. 柯西问题 


1. 热传导方程的基本解 由基本解的定义，热传导方程的基本解 
K ( x 9 t ) 应满足方程 

(j~ t - ^)KCx 9 t) = . ( 1 ) 


如果设 KOrJ ) 6 ^而对 （1) 式两边作傅里叶变换，则有 

K ( hr ) = Or + Ifl 2 ) — 1 ， (2) 

其中 G ， r ) 为 Cr ， d 的对偶变量.但是求 （2) 式的傅里叶逆变换并不容易，所以 

我们用另一个方法，即只对工进行傅里叶变换 G 作为参 数）： 

F X ( K ) = , (3) 

称其为部分傅里叶变换.而由第四章例4及 （1) 式可得 K ( e 9 t } 的常微分方程 
(在广义微商意义下） 

誉 + \e\ 2 K = s(t ) , ( 4 > 

f 看作 参数. 按第五章§2习题1的方法，令 

K = ， 

注意到= 谷 (0 ，即得 

S = 谷⑴ ， ⑸ 


考虑到我们要求 K G ( R 2 1 ) ，则应该要求昃 G ( Rg 1 ) • 为此需要 

u ( e 9 - oo ) = 0. 否则 e - ] e ]2 t u ( e 9 t ) 当/ —— oo 时会有指数增长而不可能在 
^中（见第四章定理 4. 1.9 后的说明）.所以 


u ($ 9 0 = 


d^T^dv = 




当>0， 
当 f < 0 • 


( 6 ) 


从而 


= H ( t ) • 


K(^t) = H{t)e^ h . ( 7 ) 

对 f 作傅里叶逆变换，应用高斯函数的傅里叶变换公式即得 
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K(xjt) — (4兀0— n/2 H ⑴ exp [— \x\ 2 /At~] . (8) 

这里我们应特别注意 因子只“）. 因它的出现使得当 f < 0时有 K(x ， t) 
= 0. 这表明利用这个基本解，只能解 i >0 时的柯西问题 • 这反映了热传导 
过程是一个不可逆 过程： 由初始时刻 Z = 0的数据求过去时刻$<0的解是不 

可能的. 

由 （8) 式可见，当 f > 0 时， K ( x 9 t ) e c °° ,若 f — 0 ，则当 X y 0 时， 

K ( x ，0 无限阶为 0. 连同 K ( x 9 t ) 三0于，< 0处可知 ， sing suppK ( x 9 t ) = 
{0} e R n+1 (这里设尤= ( A ，…， xj 6 R rt ，再加时间 Z 共 ” + i 个变 量）. 所 
以由第六章定理 6.3.2 可知热传导算子是亚橢 圆的. 因此热传导方程 

¥ — Au = 0 ， 

dt 


在，> 0处的您 ' 解都是 C °° 解. 

2. 柯西问题的解考虑柯西问题 

— Au = 0， t 0 ； 

J O t 

、 w | f=0 = fix 、 • 

暂设/<>)是1^上的有界连续函数，我们现证明它的解是 

u ( x ， t )= K ( x 9 0 * f ( x ) 


(9) 


= (4 对 ）— rt/2 /( Oexp [— \x — f | 2 /4^]^ . (10) 

J R n 

这里 * 表示对变元 x 作 卷积. 注意和 / Or ) 虽然都没有紧支集，但 

(工） 

(10) 式中的积分显然是存在的 • 

证明 （10) 式满足热传导方程是容 易的. 可以直接在积分号下求微商得 


知，同时由卷积的性质也有 





= * f 

= S ( t)f ( x ) 


= 0 ， t 0 . 

为了证明它满足初始条件，我们仍利用第二章定理 2. 3. 12. 实际上那里 
的例2已证明了当 w = 1时 K ” A (4 对）— ” /2 exp [— k IV 舷]—谷 Or ) (当’ 

0+).对一般的 n 可用归纳法证明它也是对的（作为习 题）. 然而，因为 

r , w r 

(4^)"~ n/2 exp[ — \x 1 2 /^t\dx — 1 工 （4 对 ）— 1/2 exp( — — 1, 

•_ n % 

^ 尸 1 

且对固定的 t > 0 9 K n e y ( R n ) ，以它作磨光核（见习题 2) 也可证得: 
K „( x ， t )— 谷 ( x )( 当 0+) • 因此对任意 z 皆有 




lim CK * f) = j\x) 

㈣ + u ) 

由 fix ) 的连续性，很容易证明（如第二章定理 2. 2.4 —样）上述收敛当 X 位 
于化之任一紧集中时，对 I 为 一致. 

(10) 式是柯西问题的有界解.因为我们假设了 / Cr ) 是有界的，即 

|/(x)| <M. 代入 （ 10) 式，因为 （ 4 於 )—" /2 exp [- |工 一 $| 2 / 私 ] > 0 ，所以 

% 

Af(4^)~ n/2 exp[ — \x — ^ 1 1 1 = M . 

% 

即解 “ Cr ) 也 有界. 对于热传导方程，指定在什么函数类中求解是一个重要 
问题 • 这一点在下一节还要讲到. 

关于柯西问题的唯 一 性将在下一节 讨论. 

最后我们再讲热传导方程的基本解的一个应用. 

定理 7. 1. 1( 维尔斯特拉斯逼近定 理）. 若 / Cr ) 是连续函数而且在 R rt 

中有紧支集，则对任意紧集尺 CIR % —定能找到一个多项式序列 /^ Cr ) 在 
K 上一致收敛于 . 

证用基本解 （8) 在 f >0 时与 / Or ) 作 卷积： 

u(x 9 t)= [KO,，）* /(0](x) 

(•) 

=(4«)~ rt/2 J/(Oexp [- (x - ey/At^de , 

取， = ‘ — ()• 则 《0 r ， O 对 I 6 K —致收敛于 / Or ). 然而因为 

n 

exp [— \x — 6| 2 /4‘] = exp[— 2 (A — 6) 2 /4 ‘] 

j—\ 

是 ，…， xj e C rt 的整函数，而当 f 在 supp / 上时可以用其泰勒级数的部 
分和 S m ( x ^ 9 t m ) 去逼近，因而对任意 e > 0及^存在使得 

exp [— \x — ^| 2 /4^ m ] — S m (a: 9 ^tm) 

e • (4^ m ) w/2 
max I /| • 2|supp / | ’ 

这里 |supp/| 表示集合 SU pp/ 之测度（体积）•令 

% 

P m ( x ) = (4« m )~ n/2 . 

则 


I/O) — P m (x) I 

< I/O) — u(x 9 t m ) I + 

% 

(4%)1 /2 1/(01 |exp [- \x-e\ 2 /it m ^-S m \de 


< I/O) — u(x 9 t m ) I + 


e 
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取 m 充分大，使当 6 尺时有 \ f ( x ) - u ( x 9 t m )\ < e / 2 ，所以，当《 2 ： 6 尺而 
tn-^oo 时，有—致收敛于 /• 

上述定理本是数学分析中一个重要定理，应用极广，应该在数学分析课 
程中已经讲过，但因现在的讲法很简单，从历史上看它又确实是维尔斯特拉 
斯在研究热传导方程时得到的，所以在这里再讲一次 • 


习 


题 


1. 设 /e C 3 ( R ”）， 证明在逆' （ R ) 中 


〈》(/，•）， /(•)>= /(0) 汐 ⑴ • 


. 设尺 ( x ， f ) 是热传导方程的基本解，证明 


(1) — t—TK 



9 


t 


(2) 当 


0时有 K ( x 9 e 2 )^ (于 ^ r ( R n )) 


•若 |/(x)| <cexp{\x\ 2 一 e}, 且 / 是连续函数，则当 x 属于任何紧集 XCZR ”， 


尤 — 0 时， /(•) *尺（.，0在尺上一致收敛于 /• 


(•) 


4. 设〜= F ( x 9 t ) * K(x ， t) ， u 2 = (f (sc) — Ui(x 9 0)) * K(jo 9 t) , 证明 

(x 9 0 ( 文） 


+ W 2 


满足柯西问题 






d 


dt 


一 A w = F (x ， f ) ， 


(x ， 0) = fix) 9 


在 R n X (0, oo ) 内， 


e r w 


• 设 t /( x ，“ r ) 满足 


9U 




dt 

u 


a 


d 2 U 

/0， r ) • 


x € R，Z > r (r > 0 ) ， 


令 M(x，0 


U ( x , t , r ) dr , 证明 u ( x ，0 为柯西问题 


r 


< 


d U 

Jt 


d 2 U 


a 


K 


= 0 


d X 
0 


2 


+ f ( Xjt ) f 


x 6 R ， f 〉 0, 


之解 


. 证明 如果乂 (: r ，0 是问题 




d Ui _ d 2 Ui 
d t d X 2 


•r G R ， 尤〉 0 ， 


* t= 


沿 o ) 


的解，则 — u ^ x ^ Ou 2 { y 是定解问题 






d U d 2 U . d 2 U 


9 



=o 


d X 2 d y 2 
= < Pi (^)< Pz ( y ) 


( x , y ) 6 R 2 1 ^ > 0 f 



§2 .初边值问题 
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的解 • 

7. 写出热传导方程柯西问题 



( 工 ，30 G R 2 » ^ > 0 , 


n 

u \t^0 = pCr ，： y) = 

1 = 1 

的解的表达式. 


§2. 初边值问题 

1•极值原理 § 1中的柯西问题描述了一个无边界物体中 M 度分布（已知 
^ = 0时的温度分布 ）• 这当然是理想情况 • 实际的情况应 该是： 已知£ = 0时 
在 D 内以及 z > o 时在 D 的边界 ao 上的温度分布，求内 f > o 时的温度分 
布.因此除了初始条件外，还应该有一个边值条件 • 常见的边值条件有 

u\ d Q = f , f 为已知， 

它表示已知 ao 上的温度 分布； 或者 

^ ^ * /为已知， 

它表示已知通过 ao 的热 流量； 或者 

$ + = / ， 々 ， /为已知，々 > 0 ， 

\ 091 I 90 

它表示通过 aQ 的热流与 aQ 内外介质温差的 关系. 这种既有初始条件又有边 

值条件的求解问题就构成初边值问题（又称混合问 题). 本节中我们将讨论赛 
一 初边值 问题： 一 

d U K ^ 

万- △« = 0 ， 

m L = 0 = / * ( n ) 

, U \ 30 = g . 

\ •• 

: 

这里限制 « T ， 因此我们实际上是在 R , X 圯空 间的柱形区域 [0， T ] X 
D 中考离问题，而定解条件只给在部分边界 r (下底和侧面） 上. 我们可以稍 
微推广一点，例如在 W = 1 时在 Cr ， d 平面上设开区域13由下底 f = 0 ，上底 
，=了以及侧边两条曲线 :c = 灼(0,工=矜(0(满足当0<《<了时，奶⑴< 
%(0)所围成，并将边值条件给在下底及两侧（即 r ) 上，而在《 = t 上不给 
条件，即考虑第一初边值问题 
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|| = 乌’ ㈣ e _, = T} ， 


( 12 ) 


[w I 尸 =/ • 

r 

定理 7. 2. 1( 极值原理） 第一初边值问题 
(12) 的解 w eC ( O ) 门 C 2 03 U {£ = 了})在厂上 
取其最大值与最小值 • 

证 令 Af = max u(x ， 0， m = max 9 

a r 

显然设此定理不真，于是有一个解 
wO ，£) 在（工* ) 取最大值 M > m ， 而且 

Cr ' 〆 ） 6 *0,或者^ =7\作辅助函数 



v ( x 9 t ) 


， N , M — m r *、 2 

= u{x ， t) H - — 2 — (x — x ) ， 

(13) 


图 7—1 


这里 / = max 矜⑴一 min 仍 0) • 于是在厂上， 

.令 

，、/ . M — m M , 3m niiA ^ ^ a ^ ^ 

v(x 9 t) ^ m H - - - = — H —— = uM^ 0 〈汐 <1 ， 

4 4 4 

并且所以，这个在 r 上的最大值小于它在 DUU=：n 
上的最大值，也就是说， v { x , t ) 必在一点山）6 D 或 G T 处达到最大 

值. 

若 Oi，6) 6 D ，贝!1 d t vix x = 0, d \ vix x ，^) ^ 0 . 

若,1 = 丁， 灼 ( T ) < X x <码(了），则 d t v { x x ,^) ^ 0, < 0•总 

之，在 ( A 山）处^ t ; — > 0 • 但由 （13) 式 


d t V 一 9^0= d t U —— d lu —— 


M 


m 


M 


m 


< 0 . 


这个矛盾表明 M > m 不真而 m ， 即 a 在厂上达到最 大值. 在厂上达到 
最小值的证明与此相同. 

系 7. 2. 2 第一初边值问题的解在函数类 C ( D ) HC 2 CQU {t = T }) 中是 
唯一的，而且对于初边值有连续依 赖性. 

极值原理也可以用来考査柯西问题解的唯一性.这时我们需要证明带形 

区域上的极值原理. 

定理 7. 2. 3. 若 u ( x 9 t ) 在带形域 

S = { ( x f t ) ； — OO < X <+ oo ，0 < oo } 

上连续而且有界， 在 S 内满足热传导方程，则必有 
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M = sup u(x 9 0) ^ u(x 9 t) ^ inf u(x 9 0) = m . 

一 00<^J：<C H"°° — oo <+ oo 

证 我们来证明 a < M ， 的证明留作 习题. 为此任给 £>0, 我 

们证明在任一点 （o:。〆 。）6*5 处， + 令 JV = sup \u(x 9 t) | , xv(a: 9 t) = 

5 

+ P (它适合热传导方程），于是 

= ew(x 9 t) /w(x 0 9 t 0 ) + M — u{x 9 t) 

在 5 中满足热传导 方程. 当 z = 0 时，因为 m ( x ，0)< M，wO,0 = x 2 > 0, 


it 



w 

t=T 


s 

R 

• 

( x o ， ’o) 



O 


图 7 — 2 

从而 W(x ， 0) > 0 •当 \x\ = [(JV — M)tc;(xo^o)A]^ + |x 0 I , 而 Z > 0 时， 

W ( x 9 t )^ ex 2 / w ( x 09 t 0 ) + M — u ( x ， t ) 

^ (N — M ) w ( x 0 9 t 0 )/ w ( x 0 9 t 0 ) + M — u 
>0 , 

这样，在矩形及 = {0 ^ ^ ^ T 7 , \ jo \ ^ [(W — M ^ w ^ Xq ))/ e]i + 
kol } 的侧边和下底上由定理 7.2.1， 在及内但 Cro ,0 eR ， 
所以 W ( x 09 to ) > o , 即有 

e + Af — u { a : 09 t 0 ) ^ 0 . 

令 e —0 即得定理的证明. 

系 7.2.4 热传导方程的柯西问题的有界连续解是唯一的，而且连续依 
赖于初值. 

在§ 1中我们指出，在讨论热传导方程时，确定解所在的函数类是重要 
的. 事实上，如果我们允许解无界，但 max | w ( u )| = o ( l ) exp ( Cx 2 ), C 是 

o«:r 

某一正数，唯一性仍 成立； 否则唯一性不成立，既使将 X 2 改为1 2+£ ，£>0是 
任意小数，虽然 max \ u ( x 9 t ) | exp (— x 2+ e )->0( 当 | x | —+ oo )， 仍有反例证 

0 </<T 

明唯一性不成立（参见弗里特曼 ( A . Friedman ) 著《拋物型偏微分方程》(科学 
出版社）第一章乂 

2. 傅里叶方法 现在我们在矩形区域*0 = {(工，0 ; 0< x </，0< i < T } 
中求解第一初边值 问题. 请读者注意，现在我们要介绍的并不只是求解某个 
特定问题的特殊方法，而是求解数学物理中的边值问题的最常见的初等方 
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法，它适用于各种类型的 方程. 因此下面举的例子不全是拋物型方程的定解 
问题. 这一点读者必须注意，必须掌握这个 方法. 先从最简单的情况 幵始： 


dt dx 2 ’ 

u(0 9 t) = = 0 ， 


(14) 


{ u(x 9 0) = . 

为了使解可以在闭矩形中连续，我们暂设 / Or ) 为 [0,/] 上的连续函数，而且 
适合“衔接条 件”： /(0) = /(/) = 0. 


最重要 的是： 边值条件可以改成其他类型的，如 u x ( 0 9 t ) = uAl.O = o 
等等，但必须是齐次的.非齐次问题的处理方法见本章之末. 

我们来求可以写成 

u(x ， t) = X{xYT(f) (15) 


形状的解（即可以分离变量的解).以 （15) 代入 （14) 中的方程，有 

X{x)T f (O = X” （ x)T(t ) ， 


X\x)/X{x) =T (O/TCO 




这里 A 必然是一常数，但其值尚未确定.于是我们得到两个常微分方程 


X ,f (x) + juX(x) 


0 


T f (t) + /xT(0 




0 . 


我们先考査 （14) 式中的边值条件而将初始条件暂置一旁.由于 


应适合 u(0 9 t) 




(/,0 = 0, 所以必须有 X(0)=X(Z) = 0, 则 XCr) 满足常 


微分方程的边值问题 


( X n {x) + = 0 , 

1 X(0) = X(l) = 0. 


(16) 


下面分别关于 P 的几种情况讨论 （16) 的解： 

(1) - fx = X 2 > 0 . 这时可得到通解 

\ 

X(x) = Ce + De~ 

故由边值条件有 

C + D = 0 , Ce + De— = 0 . 

于是可得 C = D = 0, 则 XCr) = 0. 所以这时将得到初边值问题 （14) 的^^ 
解 它是没有用 处的. 请读者注意，在应用傅里叶方法时，必 
免平凡解，否则是得不到任何有用的信息的 • 

(2) -^=0. 这时常微分方程的通解为 XCr)=C + lXr， 而由边值条件 
给出 C = 0, D/ = 0. 这一次又得到了 （14) 的平凡解 w(x,O = 0. 

(3) -^=- A 2 <0. 这时常微分方程的通解为 

X{x) = Ceos Xx + Dsin Xx . (17) 

边值条件给出 e=0, I>sm A/ = 0. 当然我们不能再取 D = 0, 否则又得到平 
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凡解.因此必须选义使 sinM = 0，即 A = nn/l ，/ 1 =土 1 ，士 2， •••（” = () 又 

J^TCT 

给出平凡 解）. 但实际上 n = 灸与 w =— A 将给出同样的 Dsin — j ~， D 是 一 个 


未定 常数. 总之，我们取 n 为自然数 n 而得到一串尤 Cr )= Asin 


k7tX 

丁 


， k 




1，2, 


» • • 




至此 XCr ) 已 求得. 总结起来，我们需要解决的是以下的问题：求常数户 

的值，使常微分方程的边值问题有非零解 • 这个问题称为斯图姆一刘维尔 
( Sturm - Liouville ) 问题（简称 * S — 1问 题). 所得的户之值（在我们的情况下是 

jUk = ( k 7 r / l ) 2 ) 称其为固有值（或本征值，特征值），相应的非零解 C ^ Or ) = 
sin 称其为固有函数（或本征函数，特征函 数）； 固有值全体 （{( k //) 2 ; 是 


=1，2，…})称为该 S — L 问题的遵. 

求得足 Cr ) 后再求相应的： 7^(0, 它满足 7 VOO + ( kA ) 2 乃⑴= 0,则 
T k { t } — A k exp ( — ( Jm / lYi ) ,从而得 w (* r ， Z ) = A ^ exp (— { kTc / iyt ) sin { k7cx/0 , 


土是任意常数. 

最后来看如何处理初始条件，我们把 u k ( x , t ) 叠加起来而得 


u(jo 9 t) = y^A^exp [— {k7z/iyf\sm{kTcx/0 , 


(18) 


k —1 


如果它收敛而且可以逐项微商，则它满足 （14) 中的热传导方程和边值条件 • 
这里我们看到规定边值条件为齐次的用意了：不然的话， W ( U ) 叠加起来不 
能满足边值 条件. （18) 式 中的次 还没有决定，我们要这样选择土使 （18) 式 

适合初始条件： 


, f ( x ) = w ( x ，0) = A ^ sin ( Jinx / l ) • (19) 

k=l 

但 { smObrx / O }， 々 = 1，2,…，是区间 [ CM ] 上的一个完全的正交系， （19) 式 
就是 / Cr ) 的正弦展开式.所以，由傅里叶级数理论我们有 、 

A k = ^- f ( x ) sin ( k 7 rx / l)dx . (20) 

L Jo 

至此，我们得到第一初边值问题 (14) 之形式解 

oo 

u ( x 9 t ) = y ^ A^exp [— { k 7 c / iyt ] sin { knx / l ) , (21) 

k —1 

其中息由 （20) 式 决定. 

我们当然应该验证解 （21) 的收敛性和逐项微商是否可能，以保证解 （21) 
满足 （14) 中的热传导方程和边值 条件. 好在我们已设 / Cr ) 在 [0,/] 上连续， 
所以 

AJ < - |/( x ) \dx = M , 
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由于有一个很好的收敛因子 exp [— Qnz / iyt \, 所以 （21) 式右端的级数在 

1 > 0 处确实收敛并可逐项微商任意多次，从而在0>0处解 （21) 确实适合方 
程和边值条件 • 为满足初始条件需要考虑 （19) 式的收 敛性. 只假设 / Cr ) 连 
续不足以保证它在古典意义下的收敛性，而又需要在广义函数意义下去讨论 
它-但由于我们的目的只在于介绍这种方法以及由它引起的 S 问题，所 

以就不再讨论其中的 细节. 我们只顺带提到，由于收敛因子 exp [- Obr //)4] 

的出现，使解 （21) 在 i >0 时属于而在 （= 0处只可能在广义函数意义下 
收敛，这仍是热传导算子亚椭圆性的表现 • 

傅里叶方法又称分离变量法，这个称呼的来源是明 显的. 

3 - 比较一般的情况 为了更进一步弄清这个方法的实质以及它所带来 
的数学问题，我们考虑比较一般的 情况： 


,\ d U d r , ^ d u-i / 

pix) Yi = ~ q(x)u ， 

w(0 >^w (/ 9 t^) = 0 9 

、 u(x 9 0) = f(x). 

仍设 《 Cr ，0 = XCr )7 X 0, 于是我们有 




— q ( x ) X ( x ) T ( t ) 




( 22 ) 


因而对 X ( x ) 我们有 


去[/ > Cr ) 尝] + [_ Xp { x ) — q ( x )^\ X ( a :) = 0 ， 

X (0) = X ( l ) ― 0 9 


(23) 


乂是 一个待定的常数 • 我们又得到一^个5 — Z / 问题：求 A 之值使上述问题有非 
平凡解 • 第一个需要解决的问题是 S — L 问题的固有值与固有函数的存在问 


我们的结论是：当 P (^ c ) 9 pix ) , / >’0), q { x ) 皆在[0，/]上连续，且有正 
常数外， A > 使户 Cr )>^， p ( a :)> p 09 则 S — L 问题 （23) 恒有离散的谱{々}， 


々=1，2,…，而且相应于固有 值々， 线性无关的固有函数 Kx ) 只有 一个. 
求出 々和 &后，再求乃⑴使其满足 


从而 


T k (t) + KT k {t) = 0 ， 


T k (t) = A k exp (— X k t) 9 
而且最后我们又得到如下的形 式解： 

oo 

u ( x 9 t ) = 2 A A exp (— X k t ) X k ( x ) . (24) 

为了满足初始条件，又需要 
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fix ) 


u ( x 9 0) — y ] A k X k ( a :) • 


(25) 


k 


所以我们遇到的第二个问题是如何将 / Cr ) 按固有函数 { X 4 Cr )} 展开的问题. 
这里首先要注意， S - L 问题的固有函数以 p ( x ) 为权正交.准确的说，我们 


有 


定理 7.2. 5. 


设 X m ， X n lS — L 问题 （23) 的相应于不同固有值 I ， 


K(Kn 7^ K ) 的固有函数，则 


n 




p ( x ) X m ( x ) X n ( x)dx — 0 . 


0 


由假设 

d 

dx 

d 


pix) 


dx 


pix ) 


dX m 

dx 

dX n 

dx 


+ DWKx) — q{x)^X m 

wm 


0 , 



^(x) — q(x)^\X n = 0 • 


以 X OT 乘后式 、以； ^ 乘前式相减后再积分有 


(Kt ~ K) 


「I 


•/ 


0 


p { x ) X m X n dx 







X 


n dx 


1 , 、 ~1 tlt ^ 

p ( x } ^ r Xm di 


•… dX ， 
/ ⑴石 


dx . 


关 ） 


对右方分部积分注意到在0, /处为0,例如有 


n v d 

o Xn d ^ 


p { x ) 


dX 


m 


dx 


dx 


pix ) X n 


dX m 

dx 


i 


o 


%； 


n 


o 


p { x)XJ X n ! dx 






o 


p ( x)XJ XJdx . 


对另一积分也可用同法处理，经计算后即知 （*) 式右方为零.注意到总一七 
# 0,定理得证. 

因为固有函数乘以任意常数后仍为固有函数，以后我们恒将 X m (: r ) 乘以 




0 


p ( x)XJdx 


J 


(注意 


n 


pXJdx > 0,否则有足„ 


0) 而使得 


•/ 


n 




0 


p ( x)XJdx 


m = 1, 2, 


• • • 




这个手续称为固有函数的“规范化”(物理学中常称为“归一化”），这样得到的 
固有函数是一个规范化正 交系： 


n 


mi 


0 


p ( x ) X m X n dx 




(26) 


它还是一个完全系（证明见下面引的参考书），因此，任一平方可积函数 / U ) 
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都 可以按它们展开而得 （25) 式，称为 / Cr ) 的广义傅里叶级数，4^称为其广义 
傅里叶 系数. 为求，可用遍乘 (25) 式两边再逐项积分.由 （26) 式有 

7 

A m = pix)f ix ) X m { x)dx . (27) 

Jo 


求出戌以后即得第一边值问题的形式解 （24). 应讨论这个级数的收敛 
性以及它在何种意义下满足方程.为此，应该讨论第三个问题： A ,, X ,( x ) fij 
渐 近性态如何.即当 A — oo 时，它们的大小如何估计？ 

以上我们比较一般地给岀了傅里叶方法总的程序及其中存在的问题.在 
H . r . 彼得罗夫斯基著，段虞荣译的《偏微分方程讲义》（高等教育出版社， 
1965) —书中对这些问题的解决有一个很好的介绍，我们就不再讨论了.但 
有一点要 指出： 由于傅里叶方法是一个构造性的方法，它不能给出唯一性. 
好在我们已经用极值原理证明了唯一性. 

4.例 傅里叶方法是适用于多种类型数学物理问题的相当普遍的方 
法，在实际应用中又有许多变化.下面我们用不同类型的问题为例来讨论它 
的应用，其中有些结果已在其他章节中用别的方法得到了. 

(1) 有界弦的振动. 考虑有界弦0<^</的振动.这时除方程和初始 

条件 



(28) 


( x ,0) = < p ( x ) , u t { x 9 0) 

外，还应给岀边值条件.现在我们不再给以0 〆 ) 
给出所谓“自由端条 件”： 




<p{x) 


( I ， t ) = 0( 两端固定）而 


— u x (l ， t) = 0 • (29) 

请注意应用傅里叶方程时有什么新问题. 

仍设 e / Cr ，0 = XCr )7 XO . 这时可以得到 

X"(j:) + juX{x) = 0 , + mT(0 = 0 . 

于是由边值条件可以得到 S — L 问题 

X /; (x) + juX{x} = 0 9 

X ，（ 0) = X f (l) = 0 . 

仍然对于 P 分别几种情况：首先设 f <0, 这时 

X(x) = Ce^ - De' 0 , 

而由边值条件有 

C - D = 0 , Ce u - De~ u = 0 , 

因此 C = 1) = 0 而得到平 凡解. 这是无意义的，应该 舍去. 其次令// = 
A 2 > 0,这时有 



X ( x ) = Ceos Xx + Dsin Xx , 

而边值条件 给出： 

D = 0 ， Csin A / = 0 . 

由于 C 关 0( 否则又得平凡解），又得固有值内= ikn / iy 以及规范化固有函数 

= 2/ 2 cos ( Jztcx j V ) ，々 = 1，2， •••” 最后令 p 二0而有 

Xix ) = C + Dx . 

由边值条件有 D = 0,所以还有固有值 ； / Q = 0以及固有函数广+. 

必须注意，在求解^ 一 1问题时不要漏掉某个固有值而使全部固有函数 

搜屋雙之轰舍否则，即使令次 = f / X 心，也不一定收敛于 

J 0 

f ⑴ • 例如在我们的情况中，不能漏了和= 0,因为一般的 / Cr ) 不能展开为 

oo 

A k COS { k 7 CX / 1) ， 但 一 定可以展开为 

k~ 1 



+ [a k cos{knt/0 + 〜 sin( 々 Trt/7)]cos( 々； rr //)， 

^ — 1 

以初始条件代入即得 

oo 

炉 ( 工） = < 2 0 + ^y]a k cos(k7rx/l) ， 

k^i 

oo 

<p{x) = ^0 + (b k k7r/l)cos(k7rx/l) • 

k —\ 

于是即可求得 q ， 

把这个结果与热传导方程的相应结果比较，可以发现这里少了收敛因子 
exp [— ( kTr / iyQ , 而使上述级数的收敛性变得很差（这正是没有亚椭圆性的 

反映）而要求初值函数和 ( pOO 有更高的光滑性，以保证级数逐项微分 
二次后仍收敛. 

(2) 圆域上的狄利克雷问题.我们现在用傅里叶方法来解决拉普拉斯 
方程在圆 D = {( x ^); ^ + y < R 2 ) 上的狄利克雷问题（为简单计，设 
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R = 



△w = 0， 于 if 2 中， 
ulsn = f j 


/是已知的连续函数.采用极坐标可将问题化为 


cFu 

dr 1 




u(i ， 0) = fid 、 ， 

这里， / 是以 2 tt 为周期的连续周期函数.再用分离变量法，令 

及 ( r ) 少(沒），有 


lR ff ( r ) + + \ R { rW f { d ) = 0 • 

T T 

因此有 

，⑹ + A _) = 0， 

R tf { r ) + — R ! ( r ) - = 0 . 

r r 


(30) 

(31) 


从表面上看来没有边值条件，但因调和函数是单值函数，所以化到极坐标后 
应为沒的周期函数（周期 2 ^)： u{r,d+2n) = u(r ， 0). 因此对 0 有 

0( d ) = ^{9 + 2 tz ) . (32) 

它起了边值条件的作用，故称为周期边值条件，对 （30) 及 （32) 的固有值问题 

可给出固有值与固有 函数： 

X k = k 2 9 々= 0，1，2，…， 

❿ ki8、 = a A cos k0 + b k sin kd • 


然后对于及 O ) 有 

R k \ r ) + - R k f ( r ) + ^ Rkir ) = 0 . 

r r 

这是一个欧拉方程，其通解为 

i?o ^ Cq ~h cIq\ti t 9 
Rk = + d k r ~ k . 

但是调和函数在 r = 0 处是连续的，所以必有4 = 0, 々 = 0, 1，2, •••• 这称 
为有界性条件.总之，可以得到解 

OO 

u ( r ，0) = ^ + ( a k cos k 6 + 6 A sin kd ) . (33) 

2 *=i 

现在利用边值条件决定心，匕，我们有 

OO 

u ( l ，0) = f (^) = ^ + ( a*cos kd + 〜 sin 尨没） ， (34) 

乙 k^i 

但这正是傅里叶展开式的形状，故令 
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C 2 k 


<^k 


7 C 




0 


f (< p)cos k(p d<p , 


b k 


兀 J 


2 k 


(35) 


0 


f {< p)sin k < pd < p . 


代入 （33) 式即得原问题的形式解. 

个重要的问题是级数的收敛性问题.我们必须牢记傅里叶级数理论中 
个重要的 事实： 连续函数的傅里叶级数不一定收敛，但其傅里叶系数一定 
有界： |^| |匕丨 (实际上还可以进一步证明仏— 0, 0)，这可 

以由 （35) 式直接 得到. 所以 （33) 以 2 UM〆 为优级数，而在 r < l 时收敛•将 
(33) 逐项微分任意次仍在 r < l 时收敛.因此前面已经指出，这 
正是亚椭圆性的表现. 

余下的问题仍是 &如何 取边值.在 


1处 （33) 式不一定收敛，这说明调 


和函数在区域边界上丧失了光滑性.但若将 （35) 式代入 （33) 式，将有 


u ( r ， d ) 






K 


/(史 )[ j + ^ r k cosk (6 — < p )] d<p • 


(33 V 




k 


因为 r^cosk (d — 9?) = Re r ^ exp [^(^ — 炉) z ]， 因此 

oo 

+ y ^ r ^ cos^(ff — < p ) 


k=i 


+ y ^ T^COskjd — ( p ) 


k = 0 


+ ^] R e (— ex P [々 W — 咖]) 






+ Re 


1 


= - = - - 

2 丁 


1 — rexp [( 汐一炉 ) z.] 
1 — rcos(^ — < p ) 


(1 - re iie ~^){\ 
1 — r 2 


re 


— no — 炉 ) 


2[1 — 2rcos(^ — 9) + r 2 ] • 


代入 （33 V 后又一次得到泊松公式 


w(r ， 汐） 




27T 




2k 


/( 炉 )（1 — r 2 ) d<p 


o _1 — 2rcos — ( p ) -|- r 2 _ 


但在上一章已经用圆上的格林函数方法证明了 


lim u ( r 9 0) = f {9 ) , 

_ 0 


r -^1 


所以 


lim 


r-^l 


0 


^0 
2 


+ ^ r ^ Ca^cos kd + b k sin kd ) 


k 




fm . 
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这就是说，一个可能发散的级数（ 34 )，在加上收敛因子 〆 以后收敛，而且在 r 
— 厂。时仍有极限 / W ). 所以可以说/(幻是傅里叶级数 （34) 式的“广义和”， 
而 （34) 式称为“可求和” 级数. 数学中，发散级数有多种求和法，上述求和法 
称为—求和法” ( A 指 Abel )， 所以上述解在4 一可求和意义下满足边值条 

件. 


上一章我们看到，当 r 


°时，泊松核 


1 — r 


~1 — 2rcos(d — ^) + r 1 _ 


8 H 


这种广义函数意义下的收敛性解释了泊松积分取边值的意义 • 现在看到，它 
在级数 （33) 情况下又演变成 （34) 的 A —可求和性，可见4 一 可求和性只不 


过是广义函数理论的又一次“换装表演 ”• 

(3) 圆形区域中的热传导 • 傅里叶方法可以用于高维 区域. 这时，如果 

区域的形状有某种对称性，应用傅里叶方法时常导致某些特殊函数 • 下面以 

圆形区域中的热传导问题为例.记0= {^>0} X x 2 + y <1}， 


d U I d 2 u 丨 d 2 u 、 _ 

a7 — I Yx 2 + ay," 

u \ : r 2_ hy 2^ 1 = o , 

、 u(x 9 y 9 0) = fOr ， y) • 


于 Q 内， 


先令 w = T ( t ) X ( x 9 y ) 9 我们还不知道 r 和 3 ； 能否进一步分离，于是有 


(36) 


AX + AX = 0 , 
X I j： 2 +/=i = 0， 


(37) 


及 


T Q ) + 入 T ( t ) = 0 • 


在 （37) 式中引用极坐标并令 X = i ?( r ) 必：夕），又有 


R ff (r) + —R f (r) + XR 

r 





因此 

步"(汐）+ //步(汐 ） = 0， 

R n {r) + —R f (r) + (A - 4)^ = 0 • 

r \ r 

对于少又应给出周期边值条件，因此户=々 2 ,々 =0, 1， 2, …， = a k cos kd 
+ ^sin 紐，々= 0, 1，2,….对于及则有有界性条件，于是需要求解常薇分 

方程边值问题 

R k ff + - R k f ( r ) + (A - k 2 / r 2 ) R k = 0 , 0 O < 1 ， 

< r 


尺 ⑴ = 0，尺在 r = 0 附近 有界. 


(38) 


§2 .初边值问题 


131 


(38) 式是著名的贝塞尔 ( Bessel ) 方程，它将导致贝塞尔函数 • 

许多应用问题都是在特殊形状的区域中求解某一数学物理 方程. 因此， 

时常按以上程序导致某种特殊函数，贝塞尔函数是其中最重要者之一.由于 

本书中不可能介绍有关知识，读者可以参看例如郭敦仁编：《数学物理方 
法》(高等教育出版社， 1965). 

5. 非齐次 问题. 现在再回到开始，但这一次我们讨论非齐次 问题： 


d U 

~dt 


d 2 U 

Jx ~ 2 




w(0,O = ， u(l ， t) = %{i ), 

[w(x ， 0) = fix ). 

我们总是设法将解分为若干项之和（叠加），使各项分别满足一些条件.首先 
我们注意到边值条件，并且设法作一个 函数； 使之满足边值条件而暂将其他 

条件置之不顾•显然奶 （ i ) 



[%(0 — 符合边值 条件. 然后令 


U 


X 


幻 + {<PiiO + 丁 [ 妗 — 9 ^( 0 ]} , 


对于 D ，它满足如下方程和初始条件 


3 v 


a 2 v 


J ^2 = 茗（工，0 _ 



X 


\jpz 0) — <Pi f ⑴] } ， 


= fix) — { 灼⑻ 



X 


[9%(0) —灼 （0)]} • 


但是 r 却适合齐次边值条件 


v(0 9 t) = v(ljt) 


(K 


所以我们得到了一个新问题 




r 


3 v 

dl 


d 2 v 

Jx ~ 2 




幻 （ 0 ， i) = v(J 


v(x 9 0) = /iCr) • 




0 ， 


(39) 


前面我们已看到相应于这类问题所对应的齐次方程及齐次边值条件的 S-L 
问题为（16)，它的固有函数是 sin (々灯 /7)，所以我们可将 & Cr ， i )， 八⑸和 

都作为 r 的函数按这些固有函数展开，有 






^g k (t)sin(k7cx/l) , 


k 


/ iOc ) 


^f k sin(k7rx/l) , 


(40) 


k 


v(x 9 t) = ^v k (t)sin(k7tx/l) • 
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gk (0 fP fk 分别为和 / iO ) 的傅里叶系数，因而是已知的 • 
将 （40) 式代人 （39) 式即得关于 V k ( t ) 的方程 

Vk it ) + { kn / iyv k {0 = g k ( t ) j 

v k (0) = f k . 

由它解出 v k { t ) 再代回 （40) 式即得 〆 U ). 



1. (强极值原理)设 a 在图7 — 1的中满足热传导方程，在乃上连续且不恒为常数， 
m u ( x ， t ) 不 能在乃 的上底《==: r 的内点上达到最大值或最小值. 

2. 证明热传导方程的柯西问题在 max \ uix 9 0 I = o ( l ) 〆(e 为正常数）的函数类中的 

0</<T 

解唯一. 

[提示 •. 仿定理 7.2. 3的证明，并将其中的 w 0 c ，0 换成 W = 8 (c + 1)4 • exp {8 [(c + 
m + ic + Dx]}.] 

3. 用傅里叶方法求解以下初边值问题： 

( 1 ) 

u t 一 u xx = 0， 0 r < C ? r ， 尤〉0， 

< w ( O ^) = = 0 9 

m ( x ，0) = sinx . 


( 2 ) 

u t — a 2 u xx — x — x ) 9 0<工<“龙 >0， 

^ u (0 9 t ) — = 1 * 

■ 

、 u ( x 9 0) = sin (7 ra :/ l ). 

4. 求谷 U — a ) 的形式傅里叶级数，并解出以下的初边值问题 

u t 一 u xx =谷 Cr，a) 0 < C . u <i I 9 

彳 u (0 ft') == z/(/，0 == 0 ， 

、 w ( x ,0) = 0 . 

5 •令 D (/ i ,/2) = ipfifz + qJ \ fz)dx ， = pfifzdx . 若 /i = X 是 

Jo Jo 

S — L 问題 （23) 相应于固有值 a 的规范化了的固有函数， /Or) 连续可微且/(0) =/(/)== 
0. 证明 DCXJ ) = AH(X,/). 

6. 记号同上.记 D (/，/) = D (/) , H (/,/) = H ( J 、， 证明： 

(1) 是相应于固有值 A 的固有函数，则 D ( x ) = A, D { X l 9 X 2 ) = 0 (U 2 S 

相应于不同固有值的固有函数）. 

(2) 对 / eCKtO ，/])， 且/ 关 0, D (/)/ H (/) 有下界从而有下确界 • 由此推知 ， S 
— L 问題的固有值集 { AJ 有下确界. 
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7. 轴的横振动，当两端 z = 0, z = /为固定时可以归结为以下的初边值问题 


d 2 U 

dT 2 



as 

d X 


0 ， 


0 <i x 纟 >0 ， 


M(X ， 0)= 炉 (: r) ， UtixjO) = 0Cr ) ， 


(0^) = u xx (0^t) = u(l ， f) 


(J ， t) = 0 • 


用傅里叶方法求解此问题. 


8. 用傅里叶方法解矩形 0< x < 〜0<^<6上的拉普拉斯方程的狄利克雷 问题: 


d 2 U d Z U 



3 x 2 3 y 2 


0 , 


w(0 ，： y) = u(a 9 y) = 0 , 

、 w(x ， 0) = fix) ， u(x 9 b) = 0 * 

9. 长为 / 的均匀杆的初始温度为0, 一端 x = 0 保持常温 w 。 而且热量可通过另一端 x 
/和杆的侧面发散到温度为0的介质中.这时，杆中温度 w ( x ，0 是以下初边值问题 之解： 


3 U 9 d Z U 79 

'dl ==a d ^- bu9 


o <i x <i 1 9 £>0 ， 


(0,^) = u Q9 (u x + Hu) \ x ^i == 0 , 


H >0 ， 


[w(x,0) = 0 . 

试用傅里叶方法解此问题. 

10. 两端固定在（0,0)和 Or ，0) 而且绷紧了的弦，以初始速度 


d U 

3 t /=0 

开始作自由振动，求位移 wO ,0. 


bsin x , 


0 ^ X ^ 7 T 


11. 求下述弦振动方程第二边值问题的形式解 


d 2 u 

Tt l 

d u 
3 x 


d 2 u 

d X 1 


+ /( 工，尤）， 


0 〈 x <C I ， £> 0 ， 


户⑴， 


d U 


V ⑴， 


>0 , 


U = ?<x)> a 7 ㈤ ， 


0 ^ x ^ • 
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§ 1. 柯西问题 


1. 波动方程的基本解 本章中我们将要讨论波动方程 


+1^ 



( 1 ) 


n 的大小对解的性态有很大影响.我们先看在物理上最重要的三维空间 
和一维时间，简记为“3 + 1”），并求其基本解 E ( x ，0, x 二 

I \ aE = d ( x ， t ) • (2) 

还是考虑5^中的基本解，并将 £ Cr ， i ) 对 z 作傅里叶变换得到£(匕0， 


由第四章例4及 （1) 有（在广义微商意义下） 

尝 + 巧| 2 £ = d (0 ， 


(3) 


此时 （3) 的齐次方程 

+ c 2 丨芒丨 2 £ = 0 

的两个线性无关解为民= sinc |^| i , E 2 = cosc\^\t . 由常数变易法，令 


Edt) = + C 2 (^,^)cosc ， 


代入方程. 


记 C / = 昏 i = 1,2 , 并加上条件 

Cisinc\^\t + C 2 f cosc\^\t = 0 • 


(4) 


以上问题化为求解 

JC/sin e I 彡 + CVcos c\^\t = 0 ^ 

[Ci (sin c\^\t) f t + C 2 f (cos c\^\ty t = d(f). 

于是可解得 c I 芒 I^V = d(t)cosc\^\t = d(0 , 所以可求得 = (c\^\ 

或一 (c\$\)~ l H<i- t) RH ， 于是 （3) 有两个最简形式的解 

E + Up ， ⑸ 

g _ ( ^ ) = _ H (-0 S -^ p . (6) 



且有 supp£ + d {Cx 9 t }； 亡 >0} 及 supp£—C 尤 < 0}. 它们分别被称 

为口《 +1 的前（后）向基本解.为从计算出，需要一类重要的广义函数， 
即集中在曲面 S 上的广义函数，它是5函数的 推广. 

设曲面5 = / = o , dp ( x )^ o 9 pec -}. 则可定义集中在5上 

的广义函数5(/>(工 ）） e ^ A ( R n ) 如下： 对任意 cr ( R n ) ， 定义 

% 

(SipCx)) , (p) = cp{x)dS x . (7) 

{ 户 ( 工 ）= 0} 

且可以证明（作为习题）： 

sing supp d{pix)) = supp 谷 （ /> ( 工 ）） = {<r; / >(x) = 0} . (8) 

例如，设 *5 是 R ”(〃>1) 中过原点的超 平面. 经过坐标变换可设 s 为 
{ j :; ^ = 0}. 由 （7) 式有 

m /% 

〈占 Oi) , cp) = (pda = <piO 9 ^ 2 ^ 0 * ^x n )dx z *^dx n . 

4 = 0 R »-1 

可见 R n 0 z > l ) 中的 5( A ) 与只 1 中的 3( A ) 是不同的，后者是集中在4 = 0 
一点的广义函数，且使 0( A ) ，妗 = < P (0). 

可定义 8(/> u )) 的傅里叶变换 fg (/> ct)))(o e ^ f ( Ri )： 对任意炉 e 

( F ( d ( p ( xm (^ , f ( e )〉= ( d ( p ( x )) , i ( x)y 

’ 八 

= (p (^ x)dS x 

{pCx) = 0} 

嚤 /* 

= dS x e~ ix '^^)d^ . 

{/ >(x) = 0} 

若5= U ; /> Cr ) = 0} 为紧集，则 5(/>0 r )) 于是 

<F(5(/>U)))(0 , (p ^)) = I e-^dS^ 

R» {/> ( 工 ) = 0} 

则 

F ( 谷 (/>0r)))(O = e 一 dS x (e C°°(R?)) • (9) 

{pM = 0} 

特别地，当 w = 3 ， pix) = r — |x I (r > 0) , 则 *S 为半径是 r ， 中心在原点 
的 球面 . 利用球坐标，以 $ 为轴，球面上 ^ 向量与 $ 之夹角为 0(0<0< 兀 ） • 
则 : = |x| |6|cos^, 以 $ 轴为旋转轴， 旋转角为 9, 其中 0<p<2 ； r ， 则 
dS x = r 2 sin Q dcpdd ，于是 

2»r k 

r* 广 

F(d(r — U|))(6)= dcp e~ ir ^ cos0 r 2 sind dd 

%/ % 
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=— Inr 2 e~ ir]eicosd dcos d 

%d 

0 


= 4^ rr |^| _1 sinr |^| . 

对 i >0， ^ r ct{c > 0), 由 （5) 可得 

E + Cr ，0 = H ( t ) d(ct - \ x \)/ Unc 2 t ) . (10) 

同理，当 t <0， 令厂=— d ， 由 （6) 得 

E— = — H ( — t)8(^ct + |x I )/(4 ^tc 2 0* (11) 


最值得注意的是 sing supp £ + = supp £+ = 

{{ x , t ),\ x \ = d }. 这是一个半圆锥面，它对波 
动方程的讨论至关重要，称为特征锥面，而从物 
理出发，则宁可称它为前向光锥.同理，(工 〆 ） 

的支集和奇支集是后向光锥 sin g supp £_ = 
supp E - = { ( x 9 t ) ； II ^ — ct ). 基本解的物理 

意义以后再讨论.因为 sing supp £±参 {0} ， 根 

据亚椭圆的定义 6. 3. 1得到波动算子不是亚椭圆 

的. 其实从第一章对弦振动方程 〜一 = 0的 
讨论即可看岀这一点 • 那时得其通解为 uCx 9 t)=f<ix + t)+gCx-t ) 9 /, g 
e C 2 . 也可以把它看成 □W = 0 的解，但此方程的右方0 6 C 00 ，而解只属 
于 C 2 ，甚至只属于逆 ' ，因为当/，发6逆'时，上式仍是其逆'解，这即表 

明无亚椭 圆性. 

2. 柯西问题的解 考虑 R 3 中的柯西问题： 

:口戶 諄-~ = /(〜)， t> Q ’ ⑽ 

m ( xjO ) = 发 0 0)， u t ( x 9 0) = g " iO )， 《r 6 R 3 ， 

这里， /( j，o ec 2 , g 0 ⑴ ec 3 , gl ( x ) ecK 作这些规定是因为我们想求 c 2 

懈, 

现在假设此问题有经典解 w 存在. 为了导出它的表达式，先假定汉是 C 00 
的，并以 H ( Ou ( x ， t ) 代替 e / Cr ， G ，在 CL 的作用下即得 

□ 4 ( H ( Ow )= HCOBaU + H \ t)u + 2 H f ( t ) d t u 

= H { t)f + d f ( t)u + 2 d ( t ) d t u 
= H ^ t^f ™h 3<(5( f ) w ) + d ^ t ^ dtU^x >0) 

= //(0/X 工，广 ） + 茂 （ 5( 广 ) 《 0 («r)) + d{t^)gi (x) , (13) 

这里应用了广义函数 3 与其乘子0作为广义函数所具有的等式 = 少⑼ 8 ， 
(ipsy ^ (^ io)dy (作为习题请读者自行证 明）. 利用基本解£+ u ， o 可表示 

H ( t ) u ( x 9 t ) 如下： 



H ， t) =(H(t)f) * E 


* £++ ^! * 0,0 
(工 ， o (工） 


+ ^^+(.，0 ， 


(14) 


这里第一项表示对所有变元 （ x ，0 作卷积，第二、三项中〖作为参数，只对变 
元工作 卷积. 这样能计算岀 

(H(t)f * £ + )Cr，0 

(工 ， o 


R 4 


H{t - t ) H ( t ) 
A 7 rc 2 (t — r ) 


dCc(t — r ) — Ix — y I ) f ( y 9 T)dydr 


4 ： 丌 c 


% t 

J o 


dr 


«r 

\^—y \ =c (卜 r) 




Attc 


«r 

\x — y j ^,ct 


f iy — \x — y \/ c ) 

x — y 


dy , 


(15) 


以上在最后的等式中要利用积分变量变换 rhr = K ( — r ) • (15) 式的形状和 
椭圆型方程一章中的牛顿位势相似，只不过时间 t 上出现了^|^5 
k 一 y \/ c , 所以称为推 迟势. 


其次 


W.，o 


giiy )8 {ct — \x — y \) 

4：7 tc 2 t 


dy 


A 7 TC 2 t 


gi (y)dS 


WF 

[x—^yl —ct 




in { ct ) 


gi (y)dS 


tM { gl ), 


(16) 


^c~y \ — ct 




这里 M { gl ) 表示仏 在球面 b ；; l ^- j ； 


ct ) 上的平均值. 


最后，类似地有 


go * 3 t E + (.，0 

( x ) 

d t (g 0 * £+ (. ， 0) 

(工） 

d t [tM{g 0 }^\ . 


(17) 


综合（15)、（16)、 （17) 可见在时 


u ( x ， t ) 




fCy^t 


4 ^rc 




— X — >1 /c) 

X — y 


dy 




(18) 


从 （15)、（16)、（17) 知当因而 （18) 是 
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柯西问题 （12) 的经典解. 

以上是在假设 w 6 C 2 是柯西问题的经典解来导出 （18) 的.即是说，如果 

此问题有经典解〃，则它只能写作 （18) 式.这样我们仅仅证明了柯西问题解 

的唯 一性. 为了证明其存在性，我们还应验证 (18) 式确实是解.由 （13) 式知， 

当^>0时，满足方 程式. 容易验证第一项适合零初始条件（见习题 
7)，且 


lim tM { g x } 




0. 


而因 e C 1 ，则 


a 


linj 


= lim M { g x ) + lim t 

卜 0+ ^0+ d t 

= lim M { g x ) = g x . 

卜 0+ 

关于第二项，记 tM { g ^} = t ; ， 由 （13) 知，当 f > 0时 ， (Up = 0 • 所以由 
上式知 

lim — [« M { g - 0 }] = go ^ 

6 1 

及 

㈣ + d t\d t 

=lim = lim {口 4 汐 + c 2 A z v } 

善 - ^ A ~ l ~ O t i ^ A + 


=lim c 2 A 3 v = lim c 2 A 3 (tM{g 0 }) 

f 一 0+ + 

=lim c 2 A z (g 0 * £4 - (• ， 0) = lim c 2 (A 3 ^ 0 ) * (• ， t) 

卜 ^0+ 卜 0+ 

=lim c 2 tM{A z g 0 } = 0 . 

卜 ^0+ 

因此，我们得到 

定理8•: L1 若发 。 e C 3 ( R 3 ), g ! e C 2 ( R 3 )，/e C 2 ( RV )， 则由 （ 18 ) 式 


所确定的函数 w e C 2 ( R 4 +) 是柯西问题 （12) 的解. 

3. 降维法 上面我们考虑了 n = 3 的 情况. n = 2 和 w = 1 的情况也都 
可以由它 得出. 以下为简单计，我们都设/= 0. 
n = 2 时的柯西问题 

d 2 U 2 / d 2 U . d 2 U \ 
d t 2 C \d d X 2 2 ! ’ 


u(xuX 2 ^0) = goix l ^x 2 ) ， 
u t ,x 2 ,0) = giioc x ^x 2 ^ 


(19) 


的解仍可由 □" = 0 解得出，只要此解不含 
• 问题是，当笑。， 发1 不含^3时， I \ aU = 0之 
解是否不含: r 3 ?我们只来检查一下 . 

tM{g x ) = t ^^2 j g l (y)dS y . 

\^o~y \ =ct 

这里积分在以球心是 ( x 19 x 29 0 )^ 半径是如的 
球面上进行，球面上的点是 （ M，：^，：^) •将 
dS y 投影到 （ A ，％) 平面上来，有必，= 
Ai ^ yz/cosG •但 



cos 6 




所以，把上半球面上的积分投影到（％，义）平面上得一个二重积分 





ctg x iyx,yi)dy x dy t 



下半球面上也是 一样. 合起来即得 



4. 波的传 播. 惠更斯 (Huygens) 原理 波就是扰动的传播.波动方程的 
解从各个方面反映了这个事实，而主要的就 是：波 具有一定的传播速度•先 
从 n = 3开始 讨论. 首先看 （16) 式，它是球面心上的积分，球心在 x， 半径为 
ct . 仏是初始扰动 • 如果它集中在 <0中，即 suppa = D， 则对0外一点: r， 因 
为 dist(x，Z1) = r >0, 故当 d<r 时， M { gl } 的积分区域与 D 并不相交，从 
而在& 上0，则 tM { g x } = 0. }kt = r/c 开始，与 D 相交，而从这个 
时刻开始 M {^} —般不为 0. 所以时刻/ = r/e 是波前到达 x 的时 刻. 随着时 
间的推移到〖= R / c ( R 是 x 到 D 的最大距离）以后 ，& ，与 D 又不相交 ，仏 在 
上重又为0, jmtM { gl }= 0 . 所以 f = 是 S 内各点的扰动均已通过了: r 点 
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而传向远方的时刻.在这以后，： r 点重又恢复 
平静，所以〖=及众是“波后”通过: T 的时刻. 


以上的分析说明扰动传播即波具有一定的有 


限速度 C 这是有关双曲方程最重要的结论. 

具有波前和明显的“波后”，这是惠更斯 
原理 （ Huygens ) 的推论.惠更斯原理告诉我 
们，工点发生的波产生一个波前&，而 &上各 


点又都成为次级波源向外传播.下一个时刻 
的波前，就是这些次级传播的波前的包络 
但由图8 — 4可见，有两个这样的包 络&和 
，前者向外传播而后者向内传播.可是在 
物理上人们从未观 察到& S 这是由于干涉作 


用使之消失了的原故.因此把惠更斯原理与 
干涉作用结合起来就可以说明波前的出现和 
“波后”的不出现的现象. 

以上说明了描述了一个波的传播 


特性 • 对自然也是 一样. 再看推 

迟势土 [ ^ |x ~ . . f l/c) ^ 出 

47VC |x — 3/1 




现在方程右方的/和出现在初始条件中的#。，仏一样都是扰动源.当然它们 
的量纲不同（例如，若仅表示位移，则仏具有位移量纲， 仏具 有速度量纲而/ 
具有加速度量纲）.但最重要的区别在于 g 。， 仏是 f = 0 时的瞬时扰动，/则是 


^>0时的持续作用的扰动. 3；点的扰动要经一定的时间才能传到 X 点. 由于 
扰 动传播速度为 G 所以在时刻£位于点 x 处所观察到的 Wl ( U ) 的值并不取 
决于 /(： y ， z ) 而决定于 / Cy ， 〖一 \x — y \/ c ). 推迟势中的推迟量 b —： y | A 也 
是波以一定速度 c 传播的表现. 

其实，这一切又都可以从基本解的支集是 supp £+= {( u )，| x | = ct ) 
看出来.因为基本解五+ Cr ， t ) 就是初始时刻 t = 0 位于 x = 0 的扰动生成的 
波 . kl 在四维时空 ( x , i ) 中来看是半个圆锥，而在三维空间 Ri 中来看 
則 是一族 半径为 的球面.初始扰动在时刻（生成的扰动集中在1^:1 =心 上， 
在 | x | 〉以处五+=0表示在那一 1 部分空间、在时刻〖扰动尚未到达因而是平 
静的. £+=0于 | x | 处，表示在该球面之内域在时刻《扰动已经通过从 
而又恢复了平静.这表明初始扰动生成的波随时间增长而沿半圆锥 UU ); 
kl = ct ) 传播，因此，称这半圆锥为光锥的理由也就很清楚了. 


"= 2 的情况与 ” = 3 就大不相同了 • 这时解仍由等来表示.但 
经降维处理后，得到的并非光锥|^| 上的积分，而是其内域上的积分. 
借用图8 — 3,当 f < r/c 时，积分区域与 D = supp & 不相交，因而积分为 0. 
从而波前未到达时 x 点是平 静的. 但当时，虽然光锥又与 D 不相交， 
积分区域 k —d 却包含了整个 D ， 因此^^{仏}一般不为 0. 就是说， 
n = 2时没有明显的“波后”.所以当 n = 2时惠更斯原理是不成立的. 

再看 〃 =1 的 情况. 由第二章，弦振动方程的柯西问题的解是第二章 (8) 
式 


u(x 9 t) 






Lfo( x + a O + foC^ — “ 广 ）] 


1 rx-{-at 

+ /i ( r ) dr . (将 C 写为 a .) 

L4^ J x—at 

我们称第一项为位移波，因为它是初始位移/。生成的.同理称第二项为冲量 
波. 如果/。、 A 都有紧支集，而且: T 是支集外的一点.当£充分小时，[:^一 
W，X + W ] 与这些支集均不相交而得 W = 0. 因此有波前的 概念. 当 i 充分大 
时 ，： C 士如又都在 supp /。 之外因而位移波为0,但冲量波的积分区间包含了 
整个 suppA ，从而这一项不一定为 0. 因而整个说来没有明显的“波后 ”• 所 


以 ， /z = 1时惠更斯原理也是不成立的. 

以上我们是在物理空间 U 空间中）讨论波 
的传播.在相空间 （( U ) 空间）中，原来的波前 

面- 族以扰动点 I 为心 ，为半径的同心球 

面——成了以 I 为顶点的^^圆锥面——前向 
光锥 ： kl 我们借用相空间 

的语言就把“波的传播即波前的传播”说成“波 
沿光锥（特征锥）传 播”. 表示 f = 0时位 
于 I 的扰动所生成的波前在〖= 0以后即0时 


影响区域 


依赖区域 



影响所及之处，因此称为: T 点的影响区域.后向 ™ o , 

光锥内的点（工。，&)， & < 0,都有以下性 质：以 

U 。 〆 。） 为顶点的前向光锥必包含 u ，0) 于其内.即是说含于 Cr 。，^) 的影响 


区域内，而 U ，0) 处的扰动将受到 U 。 〆 。） 的扰动的影响.因此后向光锥称为 
其顶 点的® 但是在 i 午多时侯我们作一个过 ( A〆 。） 而与 I 平_平行的 
平面（即后向光锥相交，并称相交部分（图 8 — 5中的阴影区域）为 


顶点的依赖区域，意即顶点处的扰动依赖于该区域内的初始扰动. 
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习 



1. 证明 U — 满足方程 （3). 

2. 证明 sing supp 谷(/>(工））= supp ^ >( j :)) = { x \ p { x ) = 0}. 

3. 证明当0+时有 

(1) £+ (•，(）—0 ， 于; 

(2) 違 E + —§(•) ，于 y . 

4. 求柯西问题 

I \ a.U — f (*3^，0， £ 0; _ 

j u(sc 9 0) == 茗 0 ( 工）， 

、 u t ( sc 9 0) — gi ( jo ) 


的解 • 

5•设 w ( u ， r ) 是柯西问题 


口4加= 0, t > r ； 

-s wCXjT^t') = 0, 

、 = /0, r ) 

的解 * 证明 w 0 r ， O 二 wO 山 r ) c / r 是柯西问题 

Jo 

□ 4 汉 =/( 工， 0 ， ^ > 0 ； 

^ w(ir ， 0) = 0 ， 

b 

、 u t ( x 9 0) = 0 

之解.再证明上述可写为推迟势 （15), 从而知道推迟势必适合齐次初始条件. 
6. 证明函数 

丨 1/2(， c 2 t 2 一 x 2 ^ 0 9 t ^ 0 . 

E { x 9 0 — \ 

10, 其他地方 

是弦振动方程的基本解 U 6 R 1 ). 设/充分光滑，令 

/(工山 /)=£(• ，0 */(•) ， 


证明： 

1 pc+cr 

7( x ,^；/) = — • 

LiC J x~Ct 

问山 /) 是什么？由此解出弦振动方程的柯西 问题. 

7. 令 M s (< p ) = t ；0， G 为以而，: r 2 ，: r 3 ,0 在以原点为心、 s 夫半径的球面上的平均值， 9 


e cr - 

(1) 证明 : mx^9) = (^i + t ^) MX9) 9 Ml ( if] = a7 Ml(f,) 5 

(2) 定义广义函数五(工1，工 2 ，工3,0为 

〈£，妗= rcHM ct i 9) dt , (c > 0), 

Jo 

m supp E e {( U ); kl 二 ct ), 而且由 （ l ) 证明： 


2. 混合问题.能量积分法 
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' <Q 4 £ , <p) 




% oo "" 

Jo 

mm 


2 


C 2 dt 2 




d S 


2 


(3) 利用 


1 d 2 a 

V TT 2 


d 2 d 

T ? 


—ct 


C dt\ C d t 


icsM s {< py > 


d^a 

d 5 


dt 


s — ct 


证明：〈口 4 £ ，妗 




s=ct 


〈沒，妗，从而五是口4的基本解 


8. 证明： 当 w = 2 时，由公式 （20) 有 


⑴ tM{ gl ) 


I 丄 H(ct — 1 ^ 


I ) 


(2) 令£ 


2 + 


H{ct — | • 丨 ） 


2 ^c 


cH 2 - | - 


2 


，则它为二维波动方程的基本解. 


• 利用第二章的达朗贝尔公式 （8) 推出一维波动方程的基本解为£ + 0,0 




H(t — \x | ) 




(mt + x ) 


HU — 0)( 于并代入方程验证之. 


10. 试求以下柯西问题 


□ 4 汉 = 0 ， 


> 0 , 


u \ t = 0 = /O) + giy) 9 

u t \t=o = 沪 (: v) + 0 O) 


的解的表达式. 


11. 用降维法直接从0^ = 0的柯西问题解的公式导出弦振动方程柯西问题解的公 


式. 


2. 混合 问题. 能量积分法 


1. 弦振动方程的混合问题 


对于双曲型方程，除柯西问题外，另一个 


具有基本重要性的问题是混合问题，即一个初边值问题，如 


d 2 U 


U(0 ， t) 


d 2 U 

P ， 

u ( l ， t ) 


0< x </， i >0 ， 




0, t > 0, 


( 22 ) 


u ( x 9 0) = < p ( x ), u t { xjQ ) = < p ( x ) , O ^ x^l . 


这类问题可以用傅里叶方法 求解. 第七章§2中介绍了这个 方法. 但在§1 
中我们已看到波动方程柯西问题的解很好地反映了波的传播，那么，可否也 
用波的传播来解释问题 (22) 的解呢？关键问 题是： 边值条件的出现对波的传 
播有什么影响. 

第二章§1中我们已给出，弦振动方程的解由正波和反波 合成： 

= F{x — ct ) + G{x + ct ). 

正彼 F(x — ct ) 沿特征线 x — ct = const 传播（即在: r 轴上以速度 c 向右传 
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播），反波则沿特征线 x + ct = const 传播.为了满足边值条件 u (0 9 t ) = 0应 
有 

- F (- ct ) = G ( d ) 或一 F (- T ) = G ( T ), (23) 

这里 = d 因此解可以表示为 wCr ， Z ) = FOr — d ) — F (—— :*:)• 同样， 
由 u ( l 9 t ) = 0 有（仍用了表示以）： 

F (I — T ") + G (/ 7^) = 0. (24) 

因为解是定义在 0< o ：</ 上的，所以原来的 F 和 G 也只应定义在其上 • 
但当0<了</时有一/<一： T <0, 因此 （23) 实际上将 F 拓展到区间 
一 上了. 同时 G 也拓展到了 [―/，/]上.再由（24)，令 / + T = r ， 

则/ 一了 =2/ — r ， 因此 (24) 式成为 G ( r ) =- F (21- t ) 9 再由 （23) 式即有 


F ( 一 r) = FC2l _ r). 

即是说 F 还可以拓展到[—/，/]之外而成为一个以 2 Z 为周期的 函数. 对 G 也 
一样. 总之，边值条件使我们可将 F ， G 拓展成以以为周期的 函数. 

再看初始条件.这时应有 


<p(x) = u(x 9 0) = Fix) + G(x) — F(x) — F ( — x ) , 

<p(x) = u t (x f 0) = — c\^F f (x) 一 G f (x)] = — c\_F f (a:) — F f ( — x^~\ , 

因此％分也被拓展为以 2/ 为周期的函数，这样一来，边值条 
件提供了如何拓展初始函数的根据，而混合 以这拓展后的为 


初值的初值问题. 


例如，我们考虑 PU 。，^)) 处(图8 —6) 的 
正波，即弦上 A 处&时刻的正波.由第二 
章所述，它应由 P 2 ( - 4,0)处的正波而 
来，其中 一 工1 = x 0 — ct . 但实际上史、0在 
-处本来没有定义，而是利用它们在 
[0，/]上的值进行拓展，这样，为使正波通 / 

过边界{工= 0} 处仍满足边值条件 u (0 9 t ) // 

= 0,则应在（:^，0)处有反波通过边界巧_〜 0 ) 



尸私 ,0) 


U = 0}， 使得与正波叠加为0,于是初值 ^ 。 c 

图 O — 0 

9、 0在一 A 处取其在：^处之值反号 

Ui e [ o ，/]). 所以可以说匕处的反波以速度一 c 传到边界 z = o 处发生了 
反射（同时反号）成了正波而在~时刻到达: T 。 处.总之，结论 就是： 

的边界将发生反射，反射的方式视边值条件而定. 

还可以用波的反射来解释傅里叶方法.一个在[0，/]上定义的函数的以 
2 Z 为周期的奇拓展可以用正弦展开来 实现. 例如对 #： r )， [0，/]，可拓展 
为 



2. 混合问题.能量积分法 
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a n sin { nTcx/O , 


其中 


n 


9?( x)sin { nnx/Odx . 
Jo 


上述级数就是以 2/ 为周期的奇函数.以此式和 < pix ) 的正弦展式代入达朗贝 
尔公式 


U (X，0 






1 rx-^ct 

[<p{x + rf) + qKx — ^)] + — <p(Od$ , 

ljC J x—ct 


即得 


u ( x 9 t ) — y ^ g w sin ( n 7 rx / l)cos { nnct / l ) 


+ ^6 w sin ( n 7 rx / l)cos { nnct / l ). 


1 


这正是傅里叶方法给出的结果. 

2. 柯西问题解的唯一性和稳定性 波的传播是能量的传播，以 n = 2 为 
例，在描述某些弹性系统振动的弹性波问题中，弹性位能（除一个常数因子 



外）是 [4 + ul ^] dx x dx 2 , 而动能（除同一常数因子外）是 | u 2 t dx x dx 2 . 所 



以我们称 + 4 十“口心一七为能量积分，而且把它看作是运动的某 

a 〜 


种度量. 


现在考虑柯西问题 


作 Vo ) 


IL 鉍 


d 2 U 

Yt 1 


— c 2 A 2 u = f , 


u ( x 9 0) = 


(25) 




w , O ,0) 


必（工） 


Q(t x ) \c(t 0 ) 


上面已指出，特征锥面（即光锥）将起重要的 
作用.我们取以 U 4。） 为顶点的后向光锥& 


x 2 






{(工，0; c 2 ( t — t 0 ) 


— xl ) 2 + ( x 2 — x \ y . 


t ^ h ) 与平面 {? = 0} 所围的区域为 c ( o , 记 
其侧表面为 r ， c “。）与平面 U = 之截口为 


图 8-7 


nno , c “。）的含于 o < z 的部分 
考虑时刻 t 的能量积分（或称能量范数) 


锥台为 C ( G ) (见图8 — 7)，并且 


1(0 





[ u 2 t + c 2 (u 



ul 2 )^\dx l dx 2 . 


(26) 


0(0 


由于波沿光锥传播，由 D ( o ) 中的初始扰动 A 4以及 co ) 内的持续扰动/生 


146 


第八章双曲型方程 


成的能量将被限于 0(0) 的影响区域内.由于依赖区域 C (0 只是影响区域的 
一 部分，所以从物理上应该很 明白： /“） 将随《上升而下降.下面有一个相应 


于此的定理. 

定理 8. 2.1. 若 aeofco ) f | C 2 ( C (0) 是柯西问题 （25) 之解，且/、 
9、 必皆充分光滑，则必有常数尺 >0使得对有 


证 


川）<尺[/(0) + 




C(0 


f 2 dtdx l dx 2 


方程两边乘〜，经过简单的计算可以化为 下式: 


(27) 



-c 2 


9 


a 




_ Ux 




+ c 2 (u 2 Xi + ^i 2 )] — 2c 2 i + 会 (u X2 u t ) 




(28) 


两边在 C (0 上积分，并用高斯公式将散度化为 C ( i ) 表面上的积分.表 
面可分为三个 部分： 侧面 r ， 记其外法向量为《;上底0(0,其外法线方向是 
t 轴正向；下底0(0)，其外法线方向是一 £方向.因此表面上的积分也可分为 
三项： 


/v* 


Ji 


net) 


[u 2 t + c 2 (u 2 Xi + u\^~]dx x dx 


2 


(上底) 


J 2 




{ [u 2 t + c 2 (u 


X. 



)]cos (n,t) 


r 


— 2c 2 [(w Xi w,)cos (n ， 工上 ） + (w: 2 a)cos {n^x 2 )']}dS , 


(侧面) 


J 3 — 




[u 2 t + c 2 (u 


X, 



ul) ']dx l dx 2 , 


(下底) 


nco) 


2 




0 , 


现在 讨论忑 的符号.由于厂的方程是 C 2 G — i 。) 2 ——: T ?) 2 —（X 
= 0,通过求法线方向余弦便可证明在 r 上 

cos \n 9 t) — c 2 cos — c 2 cos \n 9 x 2 ) 

所以它的被积函数可化为 

[2cos (n,i)]~ 1 {[wfc 2 cos Xn^x^ — 2c 2 u t u x cos (n^x^cos (w 9 t) 

+ c 2 ul cos 2 (n,i)] + \ju 2 t c 2 cos 2 (n 9 x 2 ) — 2c 2 u t u x cos (n,x 2 )cos (n ， t) 

1 2 

+ c 2 t4 2 Cos 2 (wj)]} = [2cos {njO~]~ l c 2 {[u t cos (w,^) 

— u x cos (n，，）] 2 + lu t cos (n 9 x 2 ) — u x cos (n，，）] 2 } > 0 • 

所以 / 2 >0. 代回积分后的 （28) 式有 




(29) 
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f U t dTdoC\djC2 ~~ J 1 H~ J 2 H - " J 3 J 1 H - " J 3 


[/(O — /(0)]. 


C(0 


因为 2 A 5 < A 2 + 5 2 , 以乂作 A ，/ 作 B ， 则有 


/(O</(0) 




Utdrdxidx 2 + 



f 2 drdx 1 dx 2 . 


(30) 


cu ) 


cco 


我们记 


y ⑴ 





\u] + c 2 (u 



y\dxdx x dx 


c ⑴ 


、t 


/(r) dr. 


则 


I ( t ) 


兰 

dt 


^ ⑺， 


^(0) 


0 • 


由初始条件 


1 ( 0 ) 





{u\ + c 2 ul + c 2 ul y )dxidx 2 


fl(0) 


L<fi 2 + c 2 1 grad <p\ 2 ']dx 1 dx 29 


fl(o) 


记 



pdzdx x dx 2 = Fit), 注意到 



2 t drdx x dx 2 ^ , 则 （ 30) 给出 


ca> 


cco 


£ 

dt 


J^(^) ^ J^(0 + /(0) + F{t} , 


^(0) 


0 . 


(31) 


用下面即将证明的格朗沃尔 (Gronwall) 不等式，即可得 


、t 


JO) < expO — r)(/(0) + F(r))(r)dr . 


o 


注意到 F ( r ) 是 r 的非减函数，即有 


、t 


外 ）< (H0) + F(t)) \ e^dx < (7(0) + 


(32) 


0 


代回 （ 30 ) 有 

/(0< /(0) + J^(t) + F(t) < (1 + ^o)[/(0) + F ⑴] • 

取[= 1 +心，即获得 （ 27 ). 定理 证毕. 

上面讲到的格朗沃尔 ( Gronwall ) 不等式是一个简单而常用的不等式.它 

在各种能量估计中十分重要.现证明 如下： 

引理 8 . 2 . 2 . (格朗沃尔 ( Gronwall ) 不等 式). 若⑴€ CHCO . T ]), F 

e c ([ o ，: r ])， 且 ， 


d 




dt 


UiO^aUit) +P0O, 


0<i <T, 
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則有 


证 


U ( t ) ( O ) exp ( ai ) ~ 


jP ( r ) exp { a(i — r)}dr 




用 exp (—⑽）乘不等式 O ) 两边得 

— [ U ⑴ exp (— ai )] ^ F ( t ) exp (— at ) • 
at 


两边从0到（求积分即得引理 • 

定理 8. 2. 1是基本的能量 估计. 在讨论双曲型方程（实际上几乎一切偏 
微分方程）时总要在不同范数下去估计解，也就是把解放在不同空间中去估 
计.形如定理 8 . 2.1 的估计是以能量为范数来进行的，也就是把〃放在索波 
列夫空间来进行的.在许多时侯我们还需要在 P 范数或 C 范数（即连续函数 
空间范数）下估计解，这里不再详述. 


由能量估计即可得到 

定理 8.2-3 柯西问题 （25) 之解在 C 1 広⑴）门 C 2 ( C ⑴）中是唯一的， 
而且在能量范数意义下连续依赖于 A 4和 /• 

证 这是自明的，只需记住，唯一性是指当 /= 0 = 0时，必有 m = 

0，而连续依赖性是指当 / VrirWA 和 [0 2 + c 2 \ gT 8 id ( p \ 2 '] dx l dx 2 充分 

C ⑴ fl(0) 


小时， [W + c 2 u 2 + C 2 ulj ] dx l dx 2 也充分小.而这从 （27) 立即可得.事实 

L » 

0(0 


上，当/= 0=0时，由 （27) 及 W 6 C 2 cn ) 便可得 grad ，工 2 ) = 0, 

即在 C ⑴内 w =常数 = < p = 0. 

也可以证明 w 在 C 范数下连续依赖于％ 0、/，这里也不细讲了. 

另外，由于特征锥顶点的任意性，即有 C (0 的任意性，则可得在 R 3 + 
上柯西问题 （25) 是唯一的. 

3. 混合问题的唯一性与稳定性 现在把能量估计用到下面的混合问 

题.设 fiCZRi 为有界区域，30为其边界，讨论混合 问题： 


3^ 



— c 2 ISu = f 


— 0, ( 工， f) ^ X R + ， 


(33) 


[ u(x 9 0) = (p{x) , u t (x 9 0) = <pix). 

此时，记 CO) 为柱形区域 X [0J]， Q « T 9 且0=0(了）， OQ ) = {Cr， 
t )； x 6 0} 9 则可如 （26) 式一样定义时刻 i 的能量积分/(0,于是有 

定理 8. 2. 4. 若 eCHC) f!C 2 (C) 是混合问题 （33) 之解，则必 
存 在常数 M>0 使得 . 


/(0 < M[/(0) + (f(r 9 x 1 ,x 2 ydTdx 1 dx 2 2 . (34) 

C ⑴ 


特别是若 /= 0，还有 
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lit ) = 7(0) • 


这里设 9、屮和 f 充分光滑. 

证证明与定理 8. 2. 1的证明十分类 
似，所以我们的叙述将比较简略，而只在 
有不同处加一些说明. 

用乂 去乘 □# = /并且在 C (0 上积 


分，利用高斯定理有 


J 1 + ^2 + 


= fu t dr dXi dx 2 . 

C(0 

其中积分 A ， A ， 入的被 积函数与定理 
8. 2.1 相同，但/ 2 现在是在柱形区域的侧 

面 r 上的积分，因为在 r 上 cos («，0 = 0, u 
而 A = y/a), J 3 =- y/(0), 所以有 



r — o 从而 u t | r = 0, 故 J 2 = 0, 


/( i ) = 7(0) + 2 f 2 drdxidx 2 * 

CO) 

若 f =0 即得定理的后一部分，若/奔0则又与定理 8. 2. 1证明中的 （30) — 

迸右 
忏，书 


I it ) ^ I (0) + 


2 

t 


dzdxidx 2 + 


jjj 

C(0 


pdrdx x dxo. 


(35) 


c<0 


同样 ，令 


y ⑴ 






u 2 t + c 2 u 2 x ^ + c 2 ul 2 ^dtdx l dx 2 . 


C (0 


以下的证明和定理 8. 2. 1 完全 一样： 应用格朗沃尔不等式，得到与 （32) 相应 
的不等式 


< (7(0) + F ( i )> r ^- r ) ^ r < (7(0) + F0))e T . (32) / 

Jo 

代回（35)，并考虑到 则有不等式 （34) 成立，其中 M 

cco 

= l+ e T . 定理证毕. 

综合一下定理 8. 2. 1和定理 8. 2. 4的证明，我们发现，都是对 （28) 式两 
边积分，且都要估计 J 2 的符号，即要求叉>0;不同的是在定理 8.2.1 中，积 
分区域 C (0 为特征锥内时间从0到 i 部分之锥台，而在 定理& 2.4 中，积分区 
域 C 00 为柱体内时间从0到《 部分. 显然，在定理 8. 2. 4中，若把边值条件 
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U \3 Q = 0换为 


d U 

d n 


30 


0,仍可得积分 J 2 = 0, 故定理仍然 成立. 并且可推断， 


当 D 为半无界区域时， 能量积 分的积分区域为柱面 aox R + 与特征锥面 
所围在 DXR + 内时间从0到 f 部分的 区域. 且若方程是变系数时，相应的特 
征锥面亦有变化（非直锥 面）. 对 （28) 式进行积分，由高斯公式化为 A = 


lit ) , J 3 = 4-/(0). 显然，对一般双曲方程，同样为使 A 




I ( t )， J 3 


j /(0)， 则 /(/) 的定义应相应 变化. 对于第三边值条件的混合问题， J 2 > 0 

LJ 

一 般并不成立，但此时，可 将忑 分解为一部分>0,另一部分与 i = 0 及 r = t 
有关，使其并入，及 J 3 中，这样可修正的定义，使它不但包含在 
上的积分，且还包含在 af 2( o 上的积分.这便要求我们对不同的数学物理问 
题作具体分析，寻找^0应的能量 函数. 这里，灵活地运用能量方法有很大的 

技巧. 

由定理 8. 2. 4便可获得如下唯一性及稳定性定理 • 

定理 8. 2. 5 混合问题 （33) 的 CKD ) f | C 2 Cf 2) 是唯一的，而且在能量范 

数意义下连续依赖于史、4和 /• 


习 


题 


1. 用波的传播来讨论弦振动方程的解在边值条件心(0,0 


'X 


( Z ，0 = 0时在端点的 


反射 


求解 


• 同样，用波在端点的反射来求解半无界弦振动问题，其边值条件为 W 0 ,O = 0, 即 


r 




d 2 U d 


c 2 3 t 2 d X 2, $ 

w (0 ,O = 0 ， 


0< 尤 <°° ， £>0, 


、 wCr ， 0) = <pOc) ， w,Cr ， 0) = 0Cr) • 

• 将定理 8. 2.1 的不等对 〖由 0 到/积分得出另一形式的能量估计 


[w? + c 2 ul^ + c 2 ul 2 ^drdx x dx 


C(0 




u 2 t + C 2 ul + c 2 ul 2 ^dx x dx 2 



JJ 

«( 0 ) 


Pdrdx^dx 




c ⑴ 


4. 分别求证混合问题 （33) 及柯西问题 (25) 的解的 L 2 估计 


( 1 ) 令 JCO 


r 

u z dx x dx 2 ,证明在柱体 x [ o ， r ] 中有 
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dt 


+ F ⑴， FCO 


一 1 



dtdo0\doc2 • 


再_格朗沃尔不等式证明 


JCO ^ J(0)exp(e^) + e _1 exp(e^) 



u^dtdxidx 


2 


flx[o ， r] 


(2) 利用第3题证明 



u 2 drdx 1 dx 2 ^ M \ J (0) + 



f L drdx x dx 1 


C (0 


CU ) 


5. 求证弦振动方程的混合问题 

1 d 2 U _ d 2 U 

= Yx 1 


， 0<才 </， 0< t<T , 


(0 ,O 


( z，o = 0 ， 


O ,0) = fix ), u t ( x ^0) = 


的解对 A 0 在 c 范数下的连续依赖性 


(1) 仿照定理 8. 2. 4证明 


+ 


f dx 






(2) 若涔、0在 [0， Z ] 中一致地充分小，证明 


|w(x，0 - w(0,O | < cj^J <^ x dx 


< ce ， 


e 是任意小的数，由此即得本题的 证明. 


6 •设 Q : { Cr ， 尤）； x ^ ( a ， b ) ，0 〈广 <了}， C 2 ( Q ) f ] C 1 ( Q ) 满足混合问题 


d 2 u _ d_ 

d t 2 d X 


^[ m ⑷ ]+ n ( x) W + p ( x ) |f = /( U ) ， 


w ( a ， Z ) = 0 ， —= 0 , 

d X 

、 “O,0) = fO ) ， w,O,0) = 0O) • 

其中 m ( x ), w (: r ), p ( x ) 都是 [>,6] 上的正连续函数，记时刻 Z 的能量为 


ICO 


f[( 


2 



O ) 


d X 


] 4 - n{x)u 2 


dx • 


证明有能量不等式 : 


lit) ^ m[ 1(0) 4 - dr p{x y r)dx\ . 

' JO J a / 


[提 示： 方程两边乘叫再在 [>，6] 上积分，利用边值条件证明不等式 1(0 



、t 


0 


、b 


dr 尸0,0心:，然后应用格朗沃尔不等式即可 .] 

J a 

7. 设= {0,30 ; x > y 2 }. 混合问 题为： 


d 2 U 

T ? 


d 2 u 

d X 2 



d 2 u 
5 y 2 






(工 ，: y) 6 ， £ > 0 ， 


I aQ = 0 ， 尤〉 0 ， 


O,0) = ?>Cr) ，吣 O,0) = 0O) 
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试定义上述混合问题在时刻 〖的 能量，并证明其能量不等式，从而证明混合问题在 
C 2 (f2 X R+) A C 1 (fl n R+) 中的解是唯 一 的. 


§ 3. 特征的概念 

1. 弱间断与特征 在以上的讨论中我们看到了特征概念起了极重要的 
作用.它实际上是整个偏微分方程理论最重要的概念之一.由于我们没有讨 
论过一阶偏微分方程的理论，我们只能就本书的范围涉及到的问题讨论特征 
理论的几个侧面. 

先从定义开始.设有 m 阶线性偏微分算子 

POr ， D )， D = ^rd x , o ： 6 打匚 R rt . (36) 

% 

记它的主象征为 i ^0 r ， O . 第五章中给出了特征集的 概念： 

CharP = { ； P m ( x 9 $) = 

设有中的曲面 { x ; = 0, gradp # 0}. 相应于其上任一点都有法线向量 

gradp ， 我们有时称 Or ， gradp ) 为此曲面上的接触元素，而给出 

定义 8. 3. 1 若曲面厂= { x ; < pix ) = 0, gradp ^ 0} 上任意的点 o ： 处其 
0 r ， grad 9) 皆在 CharP 中，即当 < pix ) = 0时有 

P m Cr，grad 炉 ） = 0 ， (37) 

就称尸是 P 的特征曲面.而且称 （ 37) 是 P 的特征方程 • 

可见特征曲面由主象征决定.这里要注意， （37) 式并不是一个一阶偏微 
分方程，因为并不要求它在 R ” 的某区域上成立，而只要求它在某一曲面 
{< p ( x ) = 0} 上成立.以波动方程 Un+iU = 0 为例 • 这时 

r I 

P 2 0 r，grad 炉） =— c 2 —< p 2 t — 

C 

先看 W = 2，令 ( pix . t ) = cH z — (xf + 4)，则 

P 2 ( x , grad ^> =— 4 c 2 [ c 2 t 2 — { x \ + x \)~\ . 

所以只在 p =0 上有 P 2 = 0. 这里我们得出了前述的光锥或特征 锥面. 但它与 
定义有一点不同，即 grad 炉关0在（0,0,0)被破坏.这就是锥顶.所以我们得 

莉的是一个有奇点的特征锥面.但在 w = 1时， 若令9 = ct 士工 ，则有 
P z (^ 9grsid ( p ) = 1 — 1 = 0. 这就是弦振动方程的特 征线. 这时 P 2 Cr ， gradp ) 

= 0不只在 p = 0上成立，而是在 R 2 中处处成立 • 

(37) 不是一个偏微分方程时常带来一些困难.但有这样的 情况： 存在一 


2X]. 

7=1 J 



族特征曲面 9(^) = G 而过区域 D 中每一点： T。 皆有族中一个特征曲面 ?<：C) = 
^o ). 若令 <p = cp { x 、 一 cpixA . 则％ 而曲面炉 Or) =pOr。） 成为 0 = 0 •所 

以 ， P m ix ，< p x ) = 0 于0=0上.因为:1： = ^:。在此曲面上，由于: r。 的任意性， 
对炉而言就有 P m ( x，<fO = 0于中.所以我们可以将 Pmix ，％、 = 0( 即 （37) 
式）作为一个一阶偏微分方程去求解而求出 < p ( x ). 这时不但 < pix ) = 0而且 

都是特征 曲面. 关键在于要找到特征曲面的写法，即写成 pCr ) = 0 
使得扒 I ) 是一族特征 曲面. 仍以 D 2+lW = 0为例，若将光锥写成 di 2 — 

( 工？ + d) = 0 ，则 (p^Xyt^) = c 2 t 2 — (xf + x 2 } ,这时 P 2 ix 9 grsid<p) = 
— 4[ c 2 i 2 — (工？ +工 2 2 )]，只在炉 =0 上有 P 2 0 r ， gmd 约= 0,所以不能由 P 2 = 

0作为一阶偏微分方程 来解. 但若将光锥写 成以士 ^ x \ + x \ = Q , 则〆: r，0 
士 \! x \ + x \ ， 易见尸 2 Cr，gradp) E0. 所以仍可将 （37) 作为一个一阶偏 

微分方程求解而得一族特征锥面 d 士 Vx ? +4 = Cl 它的顶点是（0,0山）， 
h = CJc . 因此实际去求特征曲面时，我们常将 （37) 作为一个一阶偏微分方 
程去求解. 

现在回到波的 传播. 前面已经说过，由于有影响区域，所以由 
的扰动产生的波在该影响区域之外恒为 0. 这样就出现了一个间断，线性偏 
微分方程的解的间断面有的是特征曲面，有的则 不是. 但所谓—定是 
特征 曲面. 弱间断的定 义是： 

定义 8. 3. 2 设 F = { 工； < p ( x ) = 0} 是一光滑曲面，在 r 上 gradp # 0. 
若 w 是 m 阶线性偏微分方程在中的解，它在 r 2\ r 中属于 c m ， 而在 r 上 
除对“的任意 m 阶的斜截微商①有第一类间断外，对其余 DM | a | < m ) 都是 
连续的，则称此解 w 在 r 具有弱间断，并称 r 为 w 的弱间 断面. 

定理 8. 3. 3. 弱间断面 r 必为特征曲面 • 

证 作变量变换 : y = y (^ c ) 而令 : yi = < p ( x ) ， 由于在厂上 grad 炉# 0，所 

以这个变换是可以找 到的.厂成为 {% = 0}，而^，…，可用^，…， 

o x x a x n a 3； x 

& 线性 表示. 因为只有 &对厂= {% = ()}是斜截（它是法向的）微商，而 
其余一切^关 1) 对 r = {% = 0} 是切向微商，由假设##在 r 上有第 
一类间断，而对其余|^( kl < m ， : m ) ，因斜截微商的阶数小于 m ， 在 r 
附近都是连 续的. 于是^在厂两侧当％ —0±时有极限 A ，且其跃度 

6 3 m 土 


①即非切向的方向微商 . 
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vd m u 1 

d m u 

d m u 

La yrl 

~ 3 yT 

+ 3yT 


吴 0( — 般地我们记 [/] = /| 4 -— /I 


lim f(y) 


y i 


lim 如果这里极限存在的 话）. 因此弱间断条件告诉我们，对 


^1 


|«| < 


d a u 


0，除非 a = ( m ，0, …， ( J ) ， 即 


d m u 

9yf 


舍 0. 


作变量变换后 


d a u 


I dyA a 


d x a d y[ al \ d X 


+ 


# • • 


”中各项对 M 的微商次数 < kl 一 1. 因此 


0 =PCx 9 D}u 




2 ( 工 ) 

|or|<m 


d a u 

Yx a 


X ) aO (: y)) 


!«l 


f 3 yi 

\ a d lal u 

{ d X 

dy[ al 

dyA 

a d m u 

d X i 

dyT 







參 


(38) 


中各项对％的微商次数< m — 1. 


令％ —(^在（38)式中取极限并取两极限之差.由于“…”在 r 两侧是连 


续的，所以 


0 




a 


dyi] 

a) 



■ d m u ' 

d X i 

I 


^2 = 0 

Id yi\ 


由于 


d m u 

dyf 


吴 0 ， 故其系数为 0 ， 这就是 p m 0r，grad 9?) |r = 0, 定理证毕. 


2. 广义柯西问题 我们比较波动方程和热传导方程的柯西问题.初始 


数据都给在 f = 0 上. 但对前者可给两个数据（与方程阶数一致），即 


d j u 

TP 


d 


C /= o ， i ) 之值，这里微 商士是 斜截于 U = 0 } 的； 对后者则只给一个数据， 


d 


即一个斜截方向的微商 


d j u 

TP 


o . 为什么会出现这样的区别？问题在于 


0对波动方程不是特征曲面，而对热传导方程则是特征曲面. 

这就给了一个 启发： 对一般的 m 阶线性偏微分方程 

P{x ， D、u = f ， 

如果曲面厂= {(p(x) = 0} (在厂上设 gradp^O) 不是特征曲面，是否可以提 
出广义柯西问题，即在 r 上给出前 m 个斜截方向的微商，例如 


(39) 


3 


dV 




7 = 0 , 1 , 


• ♦鲁 


— 1 , 


(40) 


&斜截于 r . 首先要注意，在给出 


d 


后，危则細麵，卿 j 
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d j+k u d k gj ^ ^ 

~dUd~s k r = d S k 也是已 知的. 实际上用这样方法能算出 w 的一切阶的微 
商在厂上的值，唯 一 的例外是 〆 因此，若作变量变换 ：y = : yC ^) ，而令 


3^1 = POr ) •则 


d J U 

3 y{ 




0 


h j9 7 = 0, 1 ,…， m — 1，都可以从 （40) 式中求出， 


但 


d m u 

3 yf 


不行. 即有 


d j U 

9 y{ 




h ” 




0,1，…, m — 1 • 


(41) 


再看方程，利用前面讲的 （38) 式知有 

P m (x 9 grad(p) + 


• • • 


/， 


因为 i ^ U，grad 妗在厂上不为0,从而在 r 附近也不为0,所以方程可能化为 


d m u 




3 y n i 


+ 


• • • 


F • 


(42) 


“•••” 中只含“对％的低于 w 阶的 微商. 于是广义柯西问题 （39) 、 （40) 变成了 

普通的柯西问题（42)、 (41). 但若厂是特征曲面，上面的广义柯西问题就不 
可能这样化约了. 


3. 化为标准形第五章中提到，两个自变量的二阶偏微分方程 


a |^ + 2^ 

a x dxdy 


d 2 u 

3 y 2 



+ 


參 ## — 


(43) 


可以局部地化为标准形，现在来讨论其作法. 


作变量变换 




办，30， 


0 O ，： y ) ， 


则由 （38) 式(或直接计算）可知， (43) 式可化为 


W1+ 2b%<p y + ccpl 


d 2 U 

dT 2 



2\_a<p x <p x + b{(p x ip y + <p y <p x ) 



c< Py^ + ^ + 2b<p^ y + ^)0 + 


擊參奉 —— 


0 . 


(44) 


d 2 U 


如果 ^ = C } 对一切 c 皆为特征，则的系数为 0; 如果 {0 = C} 为特 


d 2 U 


征，则@的系数也为 0. 但在第一段就说过，只要把 a 远+ 26%% + e 以 = 

0 作为一阶偏微分方程来解即可使 C } 对一切 C 皆为特征. 

但是，求解两个自变量的一阶偏微分方程可以化为常微分方程的求解. 

事实上， < p ( x 9 y ) =C 是一族曲线，其切线斜率 g 应适合 
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即室 =~ •以 W 遍除 a < pl + lb %% + ccpl =0 即得 

a ( — + c = 0 • (45) 

现在局部地（即在一开区域内）分别三种情况 • 

( l ) b 2 - ac >0. 这时 （45) 式可分解因式为 

( S _Ai )(^ _A2 ) = 0 » w 

例如求解3 = Al ， 得到 J = MC ^ C )， 解出 C 后即得常微分方程的通积分 
Vix . y ') = C . 由它作出 f = ?<: r ，： y ). 同理由 g = A 2 的通积分 # Cr ，： y ) = C 可 

得7 = sH 工，: y ). 

这样得出变量变换是合理的.因为 

叢念 = %<Py — ?y<P， = - ^ 2 ) ^ 0 . 

(这里涔关0,否则可用％代 替涔. 若％ = % = 0则与 gradp ^ O 矛盾，同理 
0,^0). 的系数不会为0,否则在作变换时方程降阶，则作逆变换（这 

是一定可以作的，要求关0的目的在此）后将会升阶，这当然是不可 
能的.总之，方程化成了 


d 2 U 


d^drj 


+ 


• •• =： 


0 . 


再令 X = $ + 7 j，Y = $—rj 即得 

d 2 U 

JY 2 ~ 


d 2 U 

dY 2 


+ 


o . 


按第五章§5的定义，这是双曲型的.它有两组实特征. 


(2)6 


dy 


ac = 0. 这时 A x = A 2 ,解 g = Ai 得 f = ( pix ^ y ). 但由 g 二心得 
不出 7 = < Kx ， y ). 因为这样得出的 7 会使 = 0,而不成其为变量变换. 
但是我们可取任意的0作为7,只要藍作了这样的变换后 




的系数为 o . 易证 


dhl 


的系数也为0,因为它是 


+ b{<p x ip y + 9y^x) + c<p y (p y 


ai 9 x 



务朽地 + + ^9y)^y 


§3. 特征的概念 
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= “（％ + K?y)^x + b{<p x + h?y)<Py = 0 , 


x - b - c 

乂 1 - H • 

总之方程化为 

_ + ( —阶项 ）= ()• 

如果一阶项中||的系数不为0,这是拋物型方程.第五章中的拋物型方程如 

热传导方程就是这样.否则，方程将化为含参变量€的常微分方程，这便是 
弱双曲型方程.这里还应注意条件炉 一 m = o 应是局部地满足，不能只在某 
一 曲线上满足. 

(3) b 2 - ac <0. 这时$ 取复值，因此进入 复域. 复域中的常微分方 

程理论要求在解析函数类中讨论问题，因此我们需设 a ， 6, c 皆为 u 的解 
析函数 < 的通积分 0 U ，： y ;)= C 也是复的.令 f = Re 0，7 = Im 0， 由 
aOl + 2 b 0 x 0 y + x^ 2 y = 0 分幵实虚部有 

a$l + 2 b$ x $ y + c^l = arjl + 2 brj x 7 j y + c 2 rj 2 y ^ 0 , 
ah + b ^ x rj y + $ y 7 f x ) + c e y 7 J y = 0 . 

(前式不能为0,否则又会发生在变量变换后降阶. 繁恶羊0 的证明略去 .） 

总之 (44) 式化成 


d 2 u 

JJ 1 



d 2 U 






这是椭圆型 方程； 它没有实特征. 

总之，方程的分类是以特征为基础的，而且这时可以（局部地）由6 2 — ac 
的符号直接决定其类型.有时6 2 — ae = 0 表示一条曲线，而在曲线的两侧方程 


可能是双曲型的或者是椭圆型的（例如特里柯米方程），则称方程在上述曲线 


上是脱缩的.两个自变量的二阶线性偏微分方程恒可局部地化为标准形，说 
它是局部的是因为^ ~只是局部地有解. 


习 

1. 求下列方程的特征 方程： 


( 1 ) 


d 2 U 

d x\ 




d x\ 



d 2 U 

3 x\ 


+ b 2 
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第八章双曲型方程 


(3) 


(4) 


(5) 


d U 

Tt 

d 2 u 

d X 1 

3 u 

d X 


d 


d Z U 


d x 2 3 y 2 f 




+ 


d 


3 y 


2 


+ 6 4 


d 


2 


d 


+ 


x +y+ z 


d 


dx 


sin (xy) 


3 


d y 


+ 3m = 0 


2. 将广义柯西问题 


r 


3 


d 


2 


3 t 



3 


u 


2x+y 


d X 1 d y 2 


3 


3 


2x+y 


0Cr ，： y) 


化为普通柯西问题. 

3. 说明广义柯西问题 



的解或者不存在，或者不唯一. 

4. 化下列方程为标准 形式： 

(1) u xx 4- 2u xy 4- 3u yy + u x — u y = 0 ; 

(2) x 2 u xx 4 - 2xyu xy + y 2 u yy = 0 ; 

(3) yu xx + O + y")u xy + xu yy = 0 . 

5. 在: y >0 与: y <0 处分别化特里柯米方程 


d 2 U 

y d ^ 




为标准形 
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